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Попереднім аналізом літературних джерел, присвячених проблемі забез-

печення і підвищення безаварійності судноводіння було встановлено, що ос-

новні аспекти розв’язання цієї проблеми полягають в забезпеченні розробки 

методів попередження зіткнень суден під час плавання у стиснених водах, за-

початкування розробки методів кількісної оцінки безпеки судноводіння в сти-

снених умовах судноплавства й належного рівня точності визначення місця 

судна та моделювання руху судна в умовах прибережного плавання, яке пе-

редбачає розв’язання питань з виконанням суднами різних маневрів, що 

сприяють підвищенню ефективності й безпечності судноводіння.  

Проведений аналіз показав, що одним з найбільш актуальних напрямків 

забезпечення безаварійного судноводіння є розробка методів кількісної оцінки 

безпеки судноводіння в стиснених умовах судноплавства й належного рівня 

точності визначення місця судна, яке пов’язане з розвитком концепції кількіс-

ної оцінки надійності судноводіння й розробкою методів її підвищення. 

В роботі сформульовані мета дисертаційного дослідження та його 

головне завдання, причому проведена декомпозиція головного завдання на 

незалежні складові завдання. Показано, що при розв’язанні незалежних 

складових завдань одержано нові наукові результати дисертаційної роботи. 

Практична значущість і цінність дисертаційної роботи визначається мо-

жливістю впровадження практичних рекомендацій, які одержані в дисерта-

ційній роботі та сприяють зниженню аварійності судноводіння. Сформульо-
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вано наукове положення роботи, яке містить концентрований виклад сенсу 

дисертаційного дослідження. 

Викладена методика пошуку розв’язання головного завдання, яка відо-

бражає послідовність етапів виконання дисертаційного дослідження 

розв’язанням складових завдань. З такою метою проведено теоретичні розро-

бки, які використовують сучасні методи аналітичного аналізу, проведено екс-

периментальні дослідження щодо розподілу похибок навігаційних вимірю-

вань в умовах натурних спостережень та здійснено імітаційне моделювання 

для підтвердження коректності одержаних результатів дисертаційного дослі-

дження. 

Наведено результати аналізу дослідження впливу точності проведення 

судна стисненим маршрутом на безпеку судноводіння. Розглянута апріорна 

оцінка вірогідності безпечного проведення судна стисненим маршрутом із 

використанням двовимірної щільності позиційної похибки. Запропоновано 

альтернативний метод визначення вірогідності безпечного плавання в стис-

нених умовах за допомогою одновимірної щільності розподілу похибки біч-

ного відхилення судна. Виявлена залежність одновимірної щільності похибки 

бічного відхилення судна від двовимірної щільності позиційної похибки. За-

пропонована процедура визначення основних параметрів для оціновання ві-

рогідності безаварійного плавання судна в заданому стисненому районі. 

Одержана залежність вірогідності безпечного проходження судном сти-

сненого маршруту від закону розподілу похибки бічного відхилення. Прове-

дено порівняння двовимірної й одновимірної моделей оцінки вірогідності 

проведення судна заданим маршрутом за допомоги імітаційного моделюван-

ня. Запропонований спосіб формування заданого маршруту за допомогою 

електронної карти. 

Визначено залежність безпеки судноводіння від векторіальної похибки 

керування судном. Представлена модель формування векторіальної похибки 

керування, яка є сумою систематичної й випадкової складових. Одержана за-
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лежність величини систематичної похибки керування від вибору динамічної 

моделі поворотності судна. Одержана процедура визначення величини похи-

бки керування з урахуванням динамічної моделі обертального руху судна. 

Розроблено процедуру оцінювання навігаційної безпеки повороту судна 

й запропоновано вибір оптимального маршруту проведення відображенням 

навігаційної ситуації з інформацією про безпеку судноводіння. Наведені ре-

зультати оцінки величини траєкторної похибки повороту судна за наслідками 

натурних спостережень. 

Розглянуто питання оцінювання точності визначення місця судна при 

надмірних лініях положення. Одержано аналітичний вираз для щільності ро-

зподілу векторіальної похибки визначення місця судна, показано, що вона за-

лежить від числа ліній положення, закону розподілу їх похибки й кутів між 

напрямами їх градієнтів.  

Для різних законів розподілу похибок ліній положення при їх надмірній 

кількості одержані аналітичні вирази розрахунку ефективності обсервованих 

координат судна в разі їх обчислення методом найменших квадратів.  

Одержані аналітичні вирази для розрахунку ефективних координат судна 

методом максимальної правдоподібності, який забезпечує їх мінімальну кова-

ріаційну матрицю.  

Проведено розробку універсального методу розрахунку ефективних ко-

ординат судна при надмірних вимірюваннях. Для цього було застосовано ор-

тогональне розкладання щільності розподілу похибок вимірювань в ряд Гра-

ма – Шарльє типу А. Була показана можливість ортогонального розкладання 

ненормованої щільності розподілу. 

Було проведено аналіз збіжності щільності розподілу похибок навігацій-

них параметрів з її ортогональним розкладанням для змішаних законів пер-

шого й другого типів, а також узагальненого закону Пуассону. Розроблено ме-

тод використання ортогонального розкладання щільності похибок ліній по-

ложення для визначення обсервованих координат судна. Запропоновано оцін-

ку ефективності обсервованих координат судна розрахованих одержаним ме-
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тодом.  

Здійснено аналіз результатів натурних спостережень та імітаційного мо-

делювання ефективності змішаних законів розподілу. Проведена перевірка 

статистичних гіпотез розподілу похибок вимірювання навігаційних парамет-

рів за 12 вибірками. Як альтернативні гіпотези було розглянуто закон Гаусу, 

змішані закони першого й другого типу, а також узагальнений закон Пуассо-

ну. 

Наведено результати імітаційного моделювання для оцінки ефективності 

обсервованих координат судна при змішаних законах розподілу похибок ліній 

положення. Для цього генерувалися вибірки похибок, які розподілені за змі-

шаним законом, з урахуванням яких моделювалися обсервовані позиції судна 

й визначалися векторіальні похибки. Розрахунок кожної обсервованої позиції 

здійснювався методом найменших квадратів і методом максимальної правдо-

подібності, що дозволило оцінити дисперсії векторіальних похибок для вка-

заних методів і, отже, ефективність методу найменших квадратів. 

У завершенні роботи представлені результати перевірки коректності оде-

ржаних результатів дисертаційної роботи, задля чого було розроблено іміта-

ційну комп'ютерну програму, що складається з двох основних модулів, пер-

ший з яких призначений для моделювання стисненого маршруту проведення 

судна з використанням електронної карти та апріорної оцінки вірогідності 

безпечного плавання, а другий забезпечує перевірку статистичних гіпотез ро-

зподілу похибок навігаційних вимірювань та імітаційне моделювання для ви-

значення ефективності обсервованих координат судна в разі надмірних вимі-

рювань.  

Наукова новизна отриманих у дисертації результатів полягає в розробці 

теоретичних засад та методологічного забезпечення оцінки надійності судно-

водіння та її підвищення способами мінімізації векторіальних позиційних по-

хибок та траєкторних похибок керування, які відрізняються використанням 

розроблених алгоритмів визначення ефективних координат судна за наявності 

надмірних вимірювань, що базуються на ортогональному розкладанні густи-
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ни розподілу їх похибок та адекватних прогностичних моделей повороту суд-

на. 

Наукові положення обґрунтовані науковими результатами:  

Вперше: 

- розроблено спосіб оцінки ефективних обсервованих координат судна за 

допомоги методу максимальної правдоподібності за наявності надмірних ви-

мірювань, похибки яких не підкоряються нормальному закону розподілу, для 

забезпечення максимальної точності визначення місця судна;  

- синтезовано процедуру комп'ютерного імітаційного моделювання оцін-

ки ефективності обсервованих координат судна, розрахованих методом най-

менших квадратів за допомоги генерування надмірних вимірювань, похибки 

яких розподілені за змішаними законом першого та другого типу, для підтве-

рдження коректності запропонованих теоретичних методів оцінки ефектив-

ності обсервованих координат; 

- запропоновано й розроблено універсальний метод стохастичного опису 

випадкових похибок навігаційних вимірювань із використанням ортогональ-

ного розкладання їхньої щільності розподілу для розрахунку обсервованих 

координат судна за загальним алгоритмом незалежно від закону розподілу 

похибок вимірювань; 

- розроблено метод кількісної оцінки надійності судноводіння шляхом 

використання інтенсивностей випадкових потоків аварійних подій і розроб-

лених математичних моделей для визначення апріорної вірогідності прове-

дення судна стислим маршрутом; 

- запропоновано методи апріорної оцінки вірогідності безпечного пла-

вання судна стислим районом застосуванням векторіальних позиційних по-

хибок і траєкторних похибок управління для мінімізації ризику виникнення 

навігаційної аварії; 

- досліджено вплив динамічної моделі обертального руху судна, що ви-

користана для прогнозу його повороту, на величину векторіальної траєктор-

ної похибки управління шляхом аналізу запропонованих моделей для мінімі-
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зації траєкторної похибки; 

Одержали подальший розвиток методи застосування електронних карт 

шляхом використання розробленого методу оцінки апріорної вірогідності 

безпечного плавання судна стислим маршрутом для вибору безпечної траєк-

торії руху судна. 

Проведеному дисертаційному дослідженню властиве практичне значен-

ня, яке полягає у тому, що його результати можуть бути впроваджені на судна 

в процесі експлуатації, а також використані розробниками суднових навіга-

ційних інформаційних систем.  

Практична цінність результатів дисертаційної роботи полягає в тому, що 

теоретичні результати й програми, які одержані в роботі, можуть бути засто-

совані під час навчання й сприятимуть підвищенню кваліфікації судноводіїв.  

Практичні результати дисертаційного дослідження впроваджені приват-

ним вищим учбовим закладом  «Інститут післядипломної освіти» «Одеський 

морський тренажерний центр» для підготовки судноводіїв (акт упровадження 

від 12.12.2018 р.), Дунайським інститутом Національного університету «Оде-

ська морська академія» (акт про впровадження від 14.02.2019 р.) та Херсон-

ською державною морською академією (акт про впровадження від 22.02.2019 

р.) для підготовки курсантів та студентів, компанією «СМА Шипс Україна» 

для навчання, підготовки і перепідготовки офіцерів морських суден по на-

пряму «Судноводіння» з метою забезпечення безпеки плавання (акт впрова-

дження від 04.03.2019 р.), Філією «Дельта-лоцман» Державного підприємства 

«Адміністрація морських портів України» для забезпечення безпеки мореп-

лавства (акт впровадження від 06.09.2019 р.). Матеріали дисертаційного дос-

лідження використовуються в навчальному процесі Національного універси-

тету «Одеська морська академія» при викладанні дисципліни «Маневрування 

і управління судном» (акт про впровадження від 18.06.2019 р.), в рамках 

держбюджетних науково-дослідних робіт Національного університету «Оде-

ська морська академія»: «Забезпечення безпеки судноводіння в стислих ра-

йонах плавання» (№ ДР 0115U003580, 2018 р.), в якій здобувач виконав 
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окремий підрозділ та «Удосконалення методів безпечного управління суд-

ном»  (№ ДР 0117U005133, 2020 р.), в якій здобувачу належить окремий роз-

діл. 

Під час виконання дисертаційної роботи були отримані патенти на кори-

сну модель: 

- «Пристрій для інформаційного забезпечення лоцманської провод-ки 

морського судна» №78679. Дата публікації відомостей про видачу патенту та 

номер бюлетеня 25.03.2013, Бюл. №6; 

-  «Пристрій для забезпечення високоточного безаварійного розхо-

дження суден» №134690. Дата публікації відомостей про видачу патенту та 

номер бюлетеня 27.05.2019, Бюл. №10; 

-  «Пристрій для визначення високоточних параметрів маневру роз-

ходження суден при їх зовнішньому управлінні» №134691. Дата публі-кації 

відомостей про видачу патенту та номер бюлетеня 27.05.2019, Бюл. №10. 

Ключові слова: безпека судноводіння, підвищення надійності судново-

діння, вірогідність безпечного плавання судна, траєкторна похибка повороту 

судна, ефективність обсервованих координат судна, метод максимальної пра-

вдоподібності, ортогональний розклад щільності розподілу, результати нату-

рних спостережень. 

Основні результати дисертаційного дослідження здобувача опубліковані 

в наступних наукових працях: 
 

Основні наукові результати дисертації. 
 

1. Ворохобин И.И. Разработка теории и методов оценки повышения 

надежности судовождения: монография / И.И. Ворохобин / – Одесса: НУ 

«ОМА», 2019 – 252 с; ISBN: 978-966-7591-78-6; [включена до МНБ: Google 

Scholar]. 

2.Vorokhobin I. Determination of the Law of Probability Distribution of Nav-

igation Measurements / I. Vorokhobin, A. Golikov, O. Haichenia, V. Sikirin, V. 
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Severin / Kaunas, Lithuania, 2020. ISSN 1822-296 X (print); ISSN 2351-7034 

(online) – P. 707-710; [включена до МНБ: Scopus, Google Scholar]. 

3. Ворохобин И.И. Журнал лоцманской проводки / И.И. Ворохобин // 

Судноводіння: Зб. наук. праць / ОНМА. Вип. 22. – Одеса: «ВидавІнформ», 
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ANNOTATION 
 

Vorokhobin I.I. Development of the theory and evaluation methods and 

increase of navigation reliability. Qualified scientific paper on the manuscript 

rights. Dissertation to obtain the Doctor of Technical Sciences degree, specialty 

05.22.13 – Navigation and Traffic Control (271 – River and Sea Transport). 

National University «Odessa Maritime Academy», Odessa, 2020. 

By the previous analysis of the literary sources, which was devoted to the 

problem of providing and increasing safety navigation,  it was found that the basic 

aspects of solving this problem lie in providing of methods’ development of 

preventing collisions of ships while sailing in the confined waters; establishment of 

methods’ development of quantitative evaluation of safety navigation assessment 

in the confined conditions of navigation and proper level of ship’s location 

accuracy, and ship’s motion design, in the conditions of navigation in inshore 

traffic zone, which foresees the issues related to different ship’s maneuvers which 
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contributes to increasing of efficiency and safety navigation.  

The conducted analysis showed that one of the most relevant directions of 

providing safety navigation is methods’ development of quantitative evaluation of 

safety navigation in the confined conditions of navigation and proper level of 

ship’s location accuracy, which is related to concept development of quantitative 

evaluation of navigation reliability and methods’ development of its increase. 

The purpose of dissertation research and its main task is formulated in the 

work, thus it was conducted the decomposition of the main task to independent 

component tasks. It is shown that as the solution of independent component tasks 

were found, new scientific dissertation work performances were obtained. 

Practical meaningfulness and value of dissertation work is determined by 

possibility of introduction of practical recommendations which are obtained from 

dissertation work and contributes to reduction of accident rate of navigation. The 

scientific provision of the paper, which contains the concentrated exposition of 

dissertation research sense, has been articulated. 

There was presented the method of solution search of main task which 

represents the stages sequence of the dissertation research implementation by 

solving the component tasks. With such purpose there were conducted theoretical 

developments which use the modern methods of analytical analysis; experimental 

researches that distribute errors of the navigational measurements in the conditions 

of model supervisions and there were carried out the simulation modelling for 

correctness confirmation of the received results of dissertation research. 

The results of the analysis from the study about the impact of the accuracy of 

ship’s navigation through a confined route on the safety of navigation were 

presented. There were considered a priori evaluations of possibility of safe ship’s 

navigation by confined route with the use of two-dimensional positional error 

density. The alternative method of determination of possibility of safe navigation is 

offered in the confined conditions through one-dimensional error distribution 

density of lateral deviation. The dependence of one-dimensional error distribution 

density of ship’s lateral deviation on the two-dimensional positional error density 
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was revealed. There was offered a determination procedure of basic parameters for 

probability evaluation of safe ship’s navigation in the given congested area. 

There was received a dependence of probability evaluation of safe ship’s 

navigation of the confined route from the distribution law of lateral deviation error. 

Comparison of two-dimensional and one-dimensional models of probability 

evaluation of safe ship’s navigation through the given route was conducted by 

simulation modeling. There was proposed a forming method of the given route by 

an electronic chart. 

The dependence of safety navigation on the vector error of ship’s handling 

was identified. There was represented a formation model of vector error 

navigation, which is the sum of systematic and casual components. The 

dependence of value of systematic error of ship’s handling on the choice of 

dynamic model of ship turning-ability was obtained. The determination procedure 

of error value of ship’s handling was received, taking into account the dynamic 

model of ship’s rotation motion. 

There was developed a safety navigation evaluation procedure of ship’s turn 

and offered the choice of optimal route of passage by the reflection of navigation 

situation with information about safety of navigation. In this paper it can be found 

results of value evaluation of trajectory error of ship’s turn as a result of in situ 

observations. 

The question about the evaluation of exact ship’s position at the surplus lines 

of position was considered. There was determined an analytical equation for the 

density of vector error for determination of the ship’s position. It was also shown 

that the density of vector error depends on the number of lines of position, 

distribution of their error and angles between directions of their gradients.  

For different distribution law of position lines errors at their surplus number 

there were received analytical equations of efficiency calculation of ship’s 

coordinates, which were examined in the case of their calculation with the use of 

smaller squares method.  

There were obtained analytical equations for the calculation of effective ship’s 
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coordinates with the use of maximum likelihood method, which provides their 

minimum covariance matrix.  

Development of universal calculation method of effective ship’s coordinates 

at the excessive measuring was held. For such purpose the orthogonal 

decomposition of error density of measurements disposal in the row of Gram-

Charlier type А was applied. There was also shown the possibility of orthogonal 

decomposition of irregular density. 

The analysis of error density of navigation parameters was performed with its 

orthogonal decomposition for mixed laws of the first and second types, and also 

for the generalized law of Poisson. There was developed the method of the use of 

orthogonal decomposition of error density of lines of position for ship’s 

coordinate’s determination. Effectiveness evaluation of ship’s studied coordinates 

was offered by the method which was received.  

The results of the in situ observation and simulation of efficiency of the mixed 

distribution laws were closely analyzed. Conducted verification of statistical 

hypotheses of distributing of errors of measuring of navigation parameters for 12 

selections. In quality alternative hypotheses a law was considered to Gauss, mixed 

laws of the first and second type, and also generalized law of Poisson. 

The results of simulation modelling are resulted for evaluation of efficiency of 

observed ship’s coordinates at the mixed laws of distributing of errors of lines of 

position. The selections of errors, which are distributed on the mixed law, were 

generated for this purpose, taking into account which positions of ship were 

designed and vector errors were determined. The calculation of every observed 

position was carried out by smaller-squares method and method of maximal 

likelihood, that allowed to evaluate dispersions of vector errors for the indicated 

methods and, consequently, efficiency of smaller-squares method. 

In completion of work the represented results of verification of correctness of 

dissertation researches were received. In order to receive these results the 

simulation computer program was developed, which consists of two basic 

modules, the first from which is intended for the design of the confined route of 



 21

ship’s passage with the use of electronic chart and a priori evaluation of 

authenticity of the safe navigation, and the second provides verification of 

statistical hypotheses of errors disposal of the navigation measurements and 

simulation modelling for determination of efficiency of ship’s coordinates in case 

of the excessive measuring.  

The scientific novelty of the results received in dissertation consists in 

development of theoretical bases and methodological providing of evaluation of 

navigation reliability and its increase by the methods of minimization of vector 

position errors and trajectory errors of ship’s handling, which differ by the use of 

the developed algorithms of determination of effective ship’s coordinates at 

presence of the excessive measuring, which are based on orthogonal 

decomposition of errors density disposal, and adequate models of ship’s turn. 

Scientific provisions are substantiated by research outcomes:  

For the first time: 

 –  a method of evaluation of effective observed ship’s coordinates using the 

method of maximum likelihood with excessive measuring, the errors of which do 

not comply with the normal distribution law to ensure maximum accuracy in 

determining the ship position was developed;  

–  the procedure of computer simulation modelling was synthesized, which 

allows to evaluate the effectiveness of the observed ship’s coordinates calculated 

by the least squares method and generation of excessive measuring, the errors of 

which are distributed according to mixed laws of the first and second type to 

confirm the correctness of proposed theoretical methods of evaluating the 

effectiveness of the observed coordinates; 

– universal method of stochastic description of random errors of the 

navigational measurements with the use of orthogonal decomposition of their 

density disposal for calculation of observed ship’s coordinates according to the 

general algorithm regardless of the law of measurement errors distribution was 

offered and developed; 

– method of quantitative evaluation of navigation reliability with the use of 
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intensities of random accident streams and mathematical models developed to 

determine the a priori probability of confined route passage was developed; 

– methods of the a priori evaluation of probability of the safety navigation on 

a confined route taking into account vector position errors and trajectory errors of 

ship’s handling to minimize the risk of a navigation accident were offered; 

– influence of a dynamic model of ship’s turn ability used for the prediction of 

its turn over the value of vector trajectory error of ship’s handling by the way of 

analysis of the offered models to minimize the trajectory error was investigated; 

Methods of electronic charts application were further developed by using the   

developed method of evaluation of the a priori probability of safe navigation on a 

confined route to choose a safe trajectory of ship motion. 

The dissertation conducted is of practical importance because its results can 

be applied in the course of ship’s operation and used by the developers of ship 

navigational information systems.  

The practical value of dissertation results is that the obtained theoretical 

results and programs can be applied during study and will contribute to 

improvement of the navigators’ skills. 

Practical results of the dissertation research were implemented by the private 

higher education institution «Institute of Postgraduate Education» «Odessa 

Maritime Training Center» for navigators’ training (implementation act dated 

12.12.2018), Danube Institute of the National University «Odessa Maritime 

Academy» (implementation act dated 14.02.2019), and Kherson State Maritime 

Academy (implementation act dated 22.02.2019) for the cadets’ and students’ 

training, «CMA Ships of Ukraine» for education, training, and upgrading of 

navigational officers to ensure safety of navigation (implementation act dated 

04.03.2019), branch of «Delta Pilot» of the State Enterprise «Administration of 

Sea Ports of Ukraine» for safety of navigation (implementation act dated 

06.09.2019). The materials of the dissertation research are used in the educational 

process of the National University «Odessa Maritime Academy» when teaching the 

discipline «Ship’s maneuver and handling» (implementation act dated 18.06.2019), 
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within the framework of state budget research works of the National University 

«Odessa Maritime Academy»: «Providing of safety of navigation in congested 

waters» (№ 0115U003580, 2018) and «Improvement of the methods of safe ship’s 

handling» (№ 0117U005133, 2020) in which the author of this paper took part as 

executor.  

During the dissertation research the following patents were received: 

 –  the patent for the useful model №78679 «Device for information support 

of pilotage of a sea vessel» which is registered in the State Register of Patents of 

Ukraine for the useful model dated 25.03.2013; 

–  the patent for the useful model №134690 «High-accuracy collision 

avoidance device» which is registered in the State Register of Patents of Ukraine 

for the useful model dated 27.05.2019; 

–  the patent for the useful model №134691 «The device for the definition of 

highly accurate parameters of ships’ divergence maneuver at their external 

operation», which is registered in the State Register of Patents of Ukraine for the 

useful model dated 27.05.2019. 

Keywords: safety of navigation, increase of the navigation reliability, 

likelihood of safety navigation, trajectory error of ship’s turn, efficiency of ship’s 

coordinates, method of maximum likelihood, orthogonal decomposition of density 

disposal, results of in situ observations. 
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ВСТУП 
 

Актуальність теми. Визначальною характеристикою торгового мореп-

лавства є його безпека, оскільки більша половина всіх вантажів світового ри-

нку транспортується морем і річковими водними шляхами. 

Через збільшення розмірів і зростання швидкостей сучасних суден та пі-

двищення інтенсивності їхнього руху проблема забезпечення безаварійного 

судноводіння під час плавання в стислих прибережних районах і зараз є одні-

єю з найбільш актуальних. 

Втрати світового флоту через аварії за кілька останніх десятирічь склали 

1,4% від її загальної кількості, причому в прибережних стислих водах вини-

кає три чверті посадок на мілину та зіткнень суден. 

Аварії через посадки на мілину складають 20% від загальної кількості 

аварій. Вони виникають з причини позиційної похибки контролю місця судна, 

зокрема у визначенні обмеженої точності місця судна, а також через траєкто-

рні похибки управління, обумовлені недостатнім урахуванням динаміки суд-

на під час його поворотів. 

Під стислими водами розуміють райони, де ширина вільного проходу 

для суден обмежена стосовно навігаційних небезпек, навігаційними  умовами 

або інтенсивним судноплавством. Маневрування судна в обмежених рухом 

водах утруднено й плавання проводиться за єдино безпечними спеціальними 

фарватерами або рекомендованими курсами.  

Стислим водам притаманні відносно малі дистанції виявлення цілей, 

швидка зміна ситуацій, гострий дефіцит часу на прийняття рішень щодо ма-

неврування, а також дуже малий запас часу й простору для реакції на неспо-

діваний або неправильний маневр цілі, для корегування власного невдалого 

маневру, для дій при відмові суднових технічних засобів. 

Це, звичайно, свідчить про велику складність умов плавання в стислих 

водах. З іншого боку ці факти також можуть розглядатися і як недостатня до-

сконалість методів судноводіння, вживаних в стислих водах, їх велику залеж-
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ність від особистих і професійних якостей судноводіїв. І тому будь-яке по-

ліпшення або вдосконалення цих методів веде до підвищення безпеки мореп-

лавання, зокрема до зменшення вірогідності людських жертв, екологічних ка-

тастроф та економічних втрат, що виникають під час аварій. 

У стислих водах навігаційні перешкоди та інтенсивне судноплавство 

ускладнюють плавання морських суден, створюючи передумови для виник-

нення аварійних навігаційних ситуацій, що знижують надійність судноводін-

ня. Для забезпечення належного рівня надійності судноводіння слід виявити 

суттєві чинники її залежності та розробити засоби зниження їх негативного 

впливу, що потребує розробки методів кількісної оцінки надійності судново-

діння та способів забезпечення її належного рівня. 

Вказані обставини обумовлюють актуальність і перспективність розроб-

ки способів оцінки надійності судноводіння та їхнього покращення. 

Зв'язок роботи з науковими програмами, планами, темами. Під час 

виконання дисертаційної роботи враховувались рішення Ради національної 

безпеки й оборони України від 16.05.2008 р. «Про заходи щодо забезпечення 

розвитку України як морської держави» (указ Президента України від 

20.05.2008 р. №463 / 2008), положення Транспортної стратегії України на пе-

ріод до 2020 р. (розпорядження Кабінету Міністрів України від 20.10.2010 р., 

№2174-р), а також плани наукових досліджень національного університету 

"Одеська морська академія" в рамках держбюджетної теми «Забезпечення 

безпеки судноводіння в стислих районах плавання» (№ ДР 0115U003580, 

2018 р.), в якій здобувач виконав окремий підрозділ та «Удосконалення ме-

тодів безпечного управління судном»  (№ ДР 0117U005133, 2020 р.), в якій 

здобувачу належить окремий розділ. 

Мета й завдання дослідження. Метою дисертаційного дослідження є 

забезпечення належного рівня безпеки судноводіння шляхом розробки мето-

дів підвищення надійності процесу судноводіння в стиснених районах пла-

вання.  

Науковою гіпотезою дисертаційного дослідження прийнято припущення 
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про можливість підвищення надійності судноводіння розробкою та застосу-

ванням методів кількісної оцінки безпеки судноводіння в стиснених водах з 

використанням сучасних математичних моделей та комп’ютерних інформа-

ційних технологій.  

Головною задачею дослідження є розробка методів визначення кількісної 

оцінки характеристик надійності судноводіння в стислих умовах плавання та 

шляхи її можливого підвищення. 

За допомоги методів теорії дослідження операцій для розв’язання голов-

ного завдання дисертації було проведено її декомпозицію на складові завдан-

ня, які є незалежними. Головне завдання дисертації було розділено на насту-

пні складові завдання:  

1. Синтез методу апріорної оцінки вірогідності безпечного проведення 

судна стисненим маршрутом з урахуванням векторіальних позиційних похи-

бок і траєкторних похибок керування. 

2. Розробка методу кількісної оцінювання надійності судноводіння із ви-

користанням інтенсивностей випадкових потоків аварійних подій, що базу-

ються на математичних моделях оцінки апріорної вірогідності проведення 

судна стисненим маршрутом. 

3. Методом максимальної правдоподібності розробити алгоритм оцінки 

ефективних обсервованих координат судна в разі наявності надмірних вимі-

рювань, похибки яких не підкоряються нормальному закону розподілу.  

4. Дослідити вплив типу динамічної моделі обертального руху судна на 

величину векторіальної траєкторної похибки керування. 

5. Для розрахунку обсервованих координат судна за загальним алгорит-

мом, який не залежить від закону розподілу похибок вимірювань, розробити 

універсальний метод стохастичного опису випадкових похибок вимірювань з 

використанням ортогонального розкладання їх густини розподілу. 

6. Провести комп'ютерне імітаційне моделювання для перевірки корект-

ності методів оцінки ефективності обсервованих координат судна за наявнос-

ті надмірних вимірювань, що розраховані методом найменших квадратів, по-
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хибки яких розподілені за змішаними законами першого й другого типу. 

7. Сформувати процедуру застосування електронних карт для оцінюван-

ня апріорної вірогідності безпечного плавання судна стисненим маршрутом і 

вибору безпечної траєкторії руху з урахуванням траєкторної похибки керу-

вання. 

Об'єктом дослідження дисертації є процес судноводіння. 

Предметом дослідження є методи підвищення надійності судноводіння.  

Методи дослідження. Для розв’язання проблеми дисертаційного дослі-

дження було застосовано такі методи:  

 – системного підходу для визначення методологічного типу проблеми 

дисертаційного дослідження як проблеми із з'ясованими істотними залежнос-

тями;  

 – дослідження операцій, методи яких визначають методологію дослі-

дження сформульованих у дисертації проблем і забезпечують коректне розді-

лення головного завдання на складові незалежні завдання та формування го-

ловної математичної моделі та допоміжних моделей дослідження; 

 – математичного програмування для розв’язання завдання оптимізації 

безпечного проведення судна стисненим маршрутом за критерієм вірогіднос-

ті; 

– теорії вірогідності, за допомогою яких проводиться розробка матема-

тичних моделей оцінювання апріорної вірогідності безпечного плавання суд-

на стисненим маршрутом;  

 – теорії похибок для розробки методу максимальної правдоподібності 

визначення координат судна за наявності надмірних вимірювань; 

 – математичної статистики для використання ортогонального розкладу 

густини розподілу похибок вимірювання з метою визначення обсервованих 

координат судна при надмірних вимірюваннях;  

 – теорії керування, які забезпечують формалізацію залежності траєктор-

них похибок керування судном від типу динамічної моделі його повороту;  

 – імітаційного моделювання для перевірки коректності методу визна-
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чення ефективності обсервованих координат судна. 

Наукова новизна отриманих результатів полягає в розробці теоретич-

них засад та методологічного забезпечення оцінки надійності судноводіння та 

її підвищення способами мінімізації векторіальних позиційних похибок і тра-

єкторних похибок керування, які відрізняються використанням розроблених 

алгоритмів визначення ефективних координат судна за наявності надмірних 

вимірювань, що базуються на ортогональному розкладанні густини розподілу 

їх похибок та адекватних прогностичних моделей повороту судна. 

Наукові положення обґрунтовані науковими результатами.  

Вперше: 

- розроблено спосіб оцінки ефективних обсервованих координат судна за 

допомоги методу максимальної правдоподібності за наявності надмірних ви-

мірювань, похибки яких не підкоряються нормальному закону розподілу, для 

забезпечення максимальної точності визначення місця судна;  

- синтезовано процедуру комп'ютерного імітаційного моделювання оцін-

ки ефективності обсервованих координат судна, розрахованих методом най-

менших квадратів за допомоги генерування надмірних вимірювань, похибки 

яких розподілені за змішаними законами першого та другого типу, для підт-

вердження коректності запропонованих теоретичних методів оцінки ефекти-

вності обсервованих координат; 

- запропоновано й розроблено універсальний метод стохастичного опису 

випадкових похибок навігаційних вимірювань із використанням ортогональ-

ного розкладання їхньої щільності розподілу для розрахунку обсервованих 

координат судна за загальним алгоритмом незалежно від закону розподілу 

похибок вимірювань; 

- розроблено метод кількісної оцінки надійності судноводіння шляхом 

використання інтенсивностей випадкових потоків аварійних подій і розроб-

лених математичних моделей для визначення апріорної вірогідності прове-

дення судна стислим маршрутом; 

- запропоновано методи апріорної оцінки вірогідності безпечного пла-
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вання судна стислим районом застосуванням векторіальних позиційних по-

хибок і траєкторних похибок управління для мінімізації ризику виникнення 

навігаційної аварії; 

- досліджено вплив динамічної моделі обертального руху судна, що ви-

користана для прогнозу його повороту, на величину векторіальної траєктор-

ної похибки управління шляхом аналізу запропонованих моделей для мінімі-

зації траєкторної похибки; 

Одержали подальший розвиток методи застосування електронних карт 

шляхом використання розробленого методу оцінки апріорної вірогідності 

безпечного плавання судна стислим маршрутом для вибору безпечної траєк-

торії руху судна. 

Проведеному дисертаційному дослідженню властиве практичне значен-

ня, яке полягає у тому, що його результати можуть бути впроваджені на суд-

нах у процесі експлуатації, а також використані розробниками суднових наві-

гаційних інформаційних систем.  

Практична цінність результатів дисертаційної роботи полягає в тому, що 

теоретичні результати й програми, які одержані в роботі, можуть бути засто-

совані під час навчання й для підвищення кваліфікації судноводіїв.  

Практичні результати дисертаційного дослідження впроваджені приват-

ним вищим учбовим закладом  «Інститут післядипломної освіти» «Одеський 

морський тренажерний центр» для підготовки судноводіїв (акт упровадження 

від 12.12.2018 р.), Дунайським інститутом Національного університету «Оде-

ська морська академія» (акт про впровадження від 14.02.2019 р.) та Херсон-

ською державною морською академією (акт про впровадження від 22.02.2019 

р.) для підготовки курсантів та студентів, компанією «СМА Шипс Україна» 

для навчання, підготовки і перепідготовки офіцерів морських суден по на-

пряму «Судноводіння» з метою забезпечення безпеки плавання (акт впрова-

дження від 04.03.2019 р.), Філією «Дельта-лоцман» Державного підприємства 

«Адміністрація морських портів України» для забезпечення безпеки мореп-

лавства (акт впровадження від 06.09.2019 р.). Матеріали дисертаційного дос-
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лідження використовуються в навчальному процесі Національного універси-

тету «Одеська морська академія» при викладанні дисципліни «Маневрування 

і управління судном» (акт про впровадження від 18.06.2019 р.), в рамках 

держбюджетних науково-дослідних робіт Національного університету «Оде-

ська морська академія»: «Забезпечення безпеки судноводіння в стислих ра-

йонах плавання» (№ ДР 0115U003580, 2018 р.), в якій здобувач виконав 

окремий підрозділ та «Удосконалення методів безпечного управління суд-

ном»  (№ ДР 0117U005133, 2020 р.), в якій здобувачу належить окремий роз-

діл. 

Під час виконання дисертаційної роботи були отримані патенти на кори-

сну модель: 

- «Пристрій для інформаційного забезпечення лоцманської провод-ки 

морського судна» №78679. Дата публікації відомостей про видачу патенту та 

номер бюлетеня 25.03.2013, Бюл. №6; 

-  «Пристрій для забезпечення високоточного безаварійного розхо-

дження суден» №134690. Дата публікації відомостей про видачу патенту та 

номер бюлетеня 27.05.2019, Бюл. №10; 

-  «Пристрій для визначення високоточних параметрів маневру роз-

ходження суден при їх зовнішньому управлінні» №134691. Дата публі-кації 

відомостей про видачу патенту та номер бюлетеня 27.05.2019, Бюл. №10. 

Особистий внесок здобувача. Дисертаційна робота виконана здобува-

чем самостійно: здійснено інформаційний пошук з теми дисертації та аналіз 

основних напрямків розв’язання проблеми підвищення безпеки судноводіння, 

проведено розробку методологічного забезпечення з теми дисертаційної ро-

боти, здобувач отримав розв’язання складових завдань дослідження й ним 

було досягнуто розв’язання головного завдання дисертації, він також форма-

лізував алгоритми, які необхідні для розробки комп'ютерної імітаційної про-

грами, та впровадив результати роботи у виробничий процес.  

З наукових праць, які опубліковані ним у співавторстві, у дисертаційній 

роботі використані лише ті положення, які належать автору особисто: засто-



 45

сування виразу щільності розподілу векторіальної позиційної похибки для 

формування алгоритму розрахунку ефективних координат судна за надмірних 

вимірювань [140]; загальний вираз щільності бокового відхилення судна від 

програмної траєкторії руху [142]; використання інтенсивностей випадкових 

потоків аварійних подій як характеристики надійності судноводіння [154]; 

процедура врахування надмірних ліній положення під час визначення координат 

судна [155]; визначення вірогідності безаварійного плавання судна в стисне-

них водах [173,194]; використання поліномів Ерміту в ортогональному роз-

кладанні щільності розподілу похибок вимірювань [174,184,187]; математич-

на модель оцінки вірогідності безаварійного плавання судна в стиснених во-

дах [175,176]; залежність похибки бокового відхилення судна від векторіальної 

позиційної похибки [179,199]; загальний вираз щільності розподілу векторіа-

льної похибки повороту судна [180]; способи зниження величини траєкторної 

векторіальної похибки повороту судна [181]; розробка загального способу сто-

хастичного опису випадкових похибок [182]; процедура визначення ефектив-

ності використання поліномів Ерміту для ортогонального розкладання щіль-

ності розподілу похибок вимірювань [183,195]; спосіб визначення місця судна 

використанням ортогонального розкладання щільності розподілу похибок 

вимірювань [185]; дослідження залежності точності координат судна від спо-

собу їх розрахунку [190,193]; процедура визначення вірогідності безаварійно-

го проведення судна стисненим маршрутом [196,197]; процедура визначення 

закону розподілу похибки бічного відхилення судна [198]; щільність розподі-

лу векторіальної похибки [202]; процедура стохастичного опису випадкових 

похибок навігаційних вимірювань [203], перевірка застосування загального 

розподілу Пуасону з допомогою експериментальних даних похибок вимірю-

вання, одержаних в натурних спостереженнях [218], спосіб аналітичної оцін-

ки ефективності суднових ергатичних функцій [223], алгоритм планування 

маршруту судна в стислих водах, який управляє і контролює процес перемі-

щення судна по траєкторії [224], спосіб визначення смуги руху судна на кри-

волінійній траєкторії [225], спосіб розрахунку приросту радіусу дуги водного 
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шляху на криволінійних ділянках каналу [227]. 

Апробація результатів дисертації. Основні результати і положення ро-

боти доповідалися, обговорювалися і були схвалені на Всеукраїнських та Мі-

жнародних науково-практичних, науково-технічних і науково-методичних 

конференціях: «Сучасні технології проектування, побудови, експлуатації і 

ремонту суден, морських технічних засобів і інженерних споруд» (Миколаїв, 

21-23 травня 2014 р.), «Морські перевезення та інформаційні технології в су-

дноплавстві» (Одеса, 18-19 листопада 2014 р.), «Морські перевезення та ін-

формаційні технології в судноплавстві» (Одеса, 19-20 листопада 2015 р.), 

«Річковий та морський транспорт: інфраструктура, судноплавство, переве-

зення, безпека» (Одеса, 16-17 листопада 2016 р.), «Сучасні інформаційні та 

інноваційні технології на транспорті (MINTT-2015)» (Херсон, 26-28 травня 

2015 р.), «Сучасні інформаційні та інноваційні технології на транспорті 

(MINTT-2016)» (Херсон, 24-26 травня 2016 р.), «Сучасні інформаційні та ін-

новаційні технології на транспорті (MINTT-2017)» (Херсон, 23-25 травня 

2017 р.), «Сучасні технології проектування, побудови, експлуатації і ремонту 

суден, морських технічних засобів і інженерних споруд» (Миколаїв, 17-18 

травня 2017 р.), «Развитие науки в XXI веке» (Харків, 15 вересня 2017 р.), 

«Транспортні технології (морський та річковий флот): інфраструктура, суд-

ноплавство, перевезення, автоматизація» (Одеса, 16-17 листопада 2017 р.), 

«Сучасні інформаційні та інноваційні технології на транспорті (MINTT-

2018)» (Херсон, 29-31 травня 2018 р.), «Транспортні технології (морський та 

річковий флот): інфраструктура, судноплавство, перевезення, автоматизація» 

(Одеса, 15-16 листопада 2018 р.), 24th International Scientific Conference 

«Transport Means 2020» (Kaunas, Lithuania, September 30 – October 02 , 2020). 

Публікації. За результатами виконаних досліджень автором опублікова-

но 49 наукових праць (з них 18 одноосібно) та 3 патенти на корисну модель, в 

тому числі: в наукових профільних виданнях, що входять до переліку МОН 

України - 19 наукових статей [142,173-179,182,184,193,206,219-224,226] та в 

монографії [172]; в зарубіжних наукових профільних виданнях – 12 наукових 
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статей [180,181,183,185-192,218] та 2 монографії [140,154]; 1 навчальний по-

сібник [225]; у збірниках матеріалів наукових конференцій – 14 доповідей 

[155,194-205,227]. 

Структура роботи. Дисертація складається зі вступу, семи розділів, ви-

сновків, списку використаних літературних джерел (227 найменувань) і дода-

тків. Загальний обсяг роботи становить 448 сторінок та містить 128 рисунків, 

зокрема: 256 сторінок основного тексту, 26 сторінок списку використаних 

джерел, 166 сторінок додатків. 



 48 

РОЗДІЛ 1.  

АНАЛІЗ ОСНОВНИХ НАПРЯМКІВ РОЗВ’ЯЗАННЯ ПРОБЛЕМИ  

ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ БЕЗПЕКИ СУДНОВОДІННЯ 

 

1.1. Аналіз літературних джерел, присвячених проблемі забезпечення 

безаварійного плавання суден 

 

Проведений аналіз літературних джерел за проблеми забезпечення беза-

варійного плавання суден виявив такі актуальні аспекти її розв’язання:  

1. Розробка методів попередження зіткнення суден у стиснених районах 

інтенсивного судноплавства. 

2. Застосування сучасних інформаційних технологій для підвищення 

безпеки судноводіння. 

3. Розробка методів оцінювання безпеки судноводіння в стиснених умо-

вах плавання та підвищення точності визначення місця судна. 

Одним із центральних напрямків забезпечення безаварійності судново-

діння полягає в розробці методів попередження зіткнення суден у стиснених 

районах плавання і йому присвячені детальні дослідження багатьох вітчизня-

них і закордонних учених, аналіз основних робіт яких наводиться нижче. 

Два підходи до керування суднами в ситуації небезпечного зближення 

розглянуто в роботі [1]. Першим із них є локально-незалежне керування, згі-

дно з яким кожне із суден ухвалює власне рішення про маневр розходження в 

рамках вимог МППЗС-72 в частині маневрування суден, випливаючи з пара-

метрів ситуації зближення з кожною із цілей та не враховуючи ситуації збли-

ження між цілями. 

Другий підхід передбачає повне зовнішнє керування системою суден, що 

зближуються, який враховує всі парні ситуації зближення суден і визначає їх-

ні взаємоузгоджені маневри.  

Для обох підходів щодо керування суднами під час небезпечного збли-

ження розроблено способи вибору оптимальних стратегій розходження, які 
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враховують наявні навігаційні перешкоди й динаміку судна, яке маневрує. 

Проведено комп'ютерне імітаційне моделювання запропонованих методів ке-

рування суднами під час небезпечного зближення. 

Основні дослідження з проблематики попередження зіткнення суден 

присвячені розвитку методу локально-незалежного керування в ситуації не-

безпечного зближення, оскільки зараз він є основним методом розходження 

суден.  

Алгебра логіки застосована для формалізації МППЗС-72, яку викладено 

в роботі [2], причому запропоновано три ділянки на площині в системі коор-

динат з осями часу й дистанції найкоротшого зближення. При попаданні суд-

на в одну із областей виникає взаємодія обох суден згідно з вимогами 

МППЗС-72.  

У роботі [3] з припущенням про незмінність параметрів руху зустрічних 

суден запропоновано синтез оптимального керування судном при розходжен-

ні методами теорії оптимальних дискретних процесів. Пошук локально опти-

мальної траєкторії розходження судна з цілями проводиться із застосуванням 

ЕОМ методом чисельного розв’язання, що використовує апарат теорії опти-

мальних дискретних процесів. 

У роботах [4-7] представлено формалізацію процесу розходження суден, 

як взаємодію конфліктуючих сторін за критерієм економічності руху, причо-

му в роботі [4] викладено застосування диференційних ігор до формалізації 

процесу розходження. 

Уперше спробу формалізації процесу розходження судна із кількома ці-

лями з допомогою методів теорії оптимального керування з урахуванням ви-

мог МППЗС-72 розглянуто в роботі [5], в якій запропоновано систему керу-

вання, що складається з динамічної моделі стану керованого судна, з допомо-

гою якої прогнозується рух судна й небезпечних цілей при заданих збуреннях 

і різних керуючих діях та алгоритму пошуку безпечного маневру. Таким чи-

ном, за прийнятим критерієм оптимальності можна визначити необхідні ке-

руючі дії, з урахуванням розглянутої в роботі формалізації вимог МППЗС-72.  



 50 

Із появою теорії позиційних диференційних ігор сформувався альтерна-

тивний підхід до формалізації процесу розходження, який заснований на за-

стосуванні теорії ігор. З цієї причини початкова модель була значно доповне-

на, як показано в роботах [6, 7]. Запропоновано математичну модель, яка ана-

літично описує судно й всі цілі як динамічну систему. Для опису її поточного 

стану використано фазовий вектор, що змінюється в часі відповідно до дифе-

ренційних рівнянь руху. Пошук оптимальних значень стратегії розходження 

здійснюється в термінах лінійного програмування, для чого необхідна лінеа-

ризація нелінійних обмежень.  

Процес розходження судна з поодинокою ціллю, вважаючи параметри 

руху зустрічної цілі незмінними, досліджено в роботах [8, 9], у яких метода-

ми оптимального керування одержано аналітичні вирази, що описують допу-

стимі ділянки безпечних курсів і швидкостей суден. 

У роботах [10, 11] розглянуто питання розробки аналітичного апарату 

визначення реалізованої ділянки взаємних обов'язків суден, що небезпечно 

зближуються, а також запропоновано процедури визначення граничної допу-

стимої дистанції найкоротшого зближення між суднами. Питання оцінки не-

безпечності ситуації розходження суден розглянуті в роботах [12, 13], причо-

му в роботі [12] запропоновано процедуру формалізації контролю поточної 

ситуації й управлінню нею, а різні аспекти відображення ситуації розходжен-

ня суден обговорюються в роботі [13].  

У монографіях [14, 15] викладено метод нелінійної інтегральної інваріа-

нтності, який застосовано для аналітичного опису процесу розходження су-

ден і розробки системи попередження їхніх зіткнень [16, 17]. Згідно з робо-

тою [15], метод нелінійної інтегральної інваріантності забезпечує формуван-

ня стратегії керування динамічною системою, при якій має місце інваріант-

ність деяких фазових координат керованої системи щодо поточних зовнішніх 

збурень. Як такі збурення в завдання розходження розглядається багатовимі-

рний вектор швидкостей і курсів зустрічних цілей, що ускладнюють рух суд-

на, а інваріантними координатами запропоновані відстані від судна до зустрі-



 51

чних цілей. У роботі стверджується, що згаданий метод забезпечує визначен-

ня допустимої ділянки стратегій розходження судна для можливих найгірших 

для процесу розходження значень параметрів руху кожної із зустрічних цілей.  

Реалізація пропонованих теоретичних концепцій створення систем фор-

мування безпечного маневру, як зазначається в роботах [16, 17], пов'язана із 

труднощами при визначенні множини допустимих маневрів розходження, що 

відповідають вимогам МППЗС-72, безпечного розходження з цілями, та вра-

хуванню навігаційних перешкод. Причому запропоновано процедури враху-

вання кожного з перелічених обмежень і запропоновано метод їх спільного 

врахування. 

Процедуру врахування та алгоритмізації МППЗС-72 при виборі однокро-

кових стратегій розходження запропоновано в роботах [18, 19], у яких розг-

лянуто систему парних відносин на множині всіх спостережуваних цілей і 

запропоновані композиції, породжуваних ними функцій. У результаті визна-

чається ціль для вибору завдання розходження та виділяється множина цілей, 

які зближуються з нею. 

Робота [20] присвячена основним питанням проблеми безпечного розхо-

дження суден і шляхи їх розв’язання. Вибір оптимального курсу для розхо-

дження суден під час криволінійного руху розглянуто в публікації [21], а в 

роботі [22] розглянуто технічні засоби попередження зіткнень суден в стис-

нених водах.  

У роботі [23] розглянуто складні ситуації небезпечного зближення в сти-

снених водах, коли обмежена пропускна здатність сприйняття інформації су-

дноводієм унеможливлює обробку її необхідного обсягу, що ускладнює при-

йняття коректних рішень. 

Визначення параметрів безпечного маневру розходження судна з ціллю з 

урахуванням навігаційних перешкод розглянуто в роботах [24-26], причому в 

роботі [24] запропоновано формалізацію навігаційних перешкод для їх ураху-

вання під час вибору маневру розходження в ситуації небезпечного зближен-

ня. Умову існування множини допустимих маневрів розходження з урахуван-
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ням наявності навігаційних перешкод у районі маневрування суден, що збли-

жуються, одержано в роботі [25], а в роботі [26] наведено розв’язання за-

вдання урахування лінійної навігаційної перешкоди під час розходження су-

ден.  

У роботі [27] розглянуто різні способи запобігання зіткнень суден, до 

яких належать оглядові, радіолокаційні і УКХ-радіохвильові, а також такі, як 

теорії нечітких множин, генетичного алгоритму й домен судна. Показано, що 

ці методи важко застосувати в ситуаціях небезпечного зближення групи су-

ден. У зв'язку з цим в роботі для попередження зіткнень суден запропоновано 

Алгоритм пошуку (DLSA), згідно з яким кілька суден спілкуються в межах 

певної зони методом УКХ – радіохвиль. Ґрунтуючись на інформації, отрима-

ної від сусідніх суден, алгоритм пошуку DLSA обчислює ризик зіткнення. У 

даному дослідженні також розроблено Децентралізований Табу Алгоритм 

пошуку (DTSA). Були проведені експерименти порівняльної ефективності ал-

горитмів DLSA та DTSA й виявилось, що DTSA перевершив DLSA. 

Дослідження питань екстреного маневрування суден для розходження в 

ситуації надмірного зближення стосуються роботи [28, 29], а в публікації [28] 

викладено формування стратегії розходження суден в такій ситуації. У роботі 

[29] розглянуто визначення параметрів маневру розходження в ситуації над-

мірного зближення з урахуванням кутової швидкості судна.  

Аналіз результатів імітаційного моделювання процесу розходження су-

ден показав недоліки МППЗС-72 стосовно маневрування суден в ситуації не-

безпечного зближення наведено в роботі [30]. 

Докладним дослідженням ситуації небезпечного зближення пари суден і 

визначення умов існування множини безпечних маневрів розходження при-

свячені роботи [31-34], в яких також розглянуто процедуру вибору оптималь-

ного маневру за критерієм втрат ходового часу.  

Проблему безпечного розходження з урахуванням особливостей їхньої 

взаємодії розглянуто в роботі [35], в якій показано, що взаємодія виникає під 

час небезпечного зближення суден та визначає взаємні обов'язки в процесі 
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розходження. У роботі проведено формалізацію бінарної координації, що ви-

значає тип взаємодії суден згідно з МППЗС-72, а під час надмірного збли-

ження суден в ситуації невизначеності їх подальшої поведінки та відсутності 

координації запропоновано стратегію екстреного розходження.  

Індекс ризику зіткнення суден є основним показником попередження зіт-

кнень суден, як показано в роботі [36], в якій аналізуються переваги та недо-

ліки різних методів розрахунку індексу ризику зіткнення суден. Наведено мо-

дель оціновання ризику зіткнення суден на основі комплексної площини, на 

якій індекс ризику зіткнення будується у вигляді тривимірного зображення 

просторової кривої індексу ризику. Реалізація запропонованої моделі потре-

бує одиночного мікрокомп'ютерного чіпу для використання в системі прий-

няття рішень щодо забезпечення безаварійного процесу судноводіння. 

У роботах [37-43] розглянуто процедури розрахунку параметрів маневру 

безпечного розходження суден з урахуванням їхньої інерційності під час ви-

конання повороту з використанням різних моделей обертального руху судна. 

Наведена найбільш проста модель повороту судна з постійною кутовою шви-

дкістю, а також більш складні моделі при використанні диференційних рів-

нянь другого та третього порядків відносно поточного курсу судна. У роботі 

[42] запропоновано процедуру розрахунку характеристик поворотності судна 

за матеріалами експерименту, проведеного в натурному експерименті, а ре-

зультати імітаційного моделювання процесу розходження суден з урахуван-

ням їхньої динаміки наводяться в роботі [43]. 

З метою підвищення безпеки та ефективності керування суднами, як по-

відомляється в статті [44], розроблено систему ATSM (Autonomous Traffic 

Management System), в якій використовуються дані АІС з судна-тренажера 

Shioji Maru, та дані радіолокаційного спостереження про переміщення суден 

в Токійській затоці для оцінювання умов судноплавства. Наступним етапом 

роботи системи ATSM є розрахунок оптимальних траєкторій переміщення 

всіх суден в районі з допомогою розробленої програми Forward Dynamics 

Programming, використання якої скорочує час входу в Токійську затоку до 4%. 
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Визначенню параметрів динамічної моделі обертального руху судна за 

натурними спостереженнями присвячена робота [45], а стратегія розходження 

суден в морі шляхом зміщення на паралельну лінію шляху наведено у моног-

рафії [46], в якій показано, що оптимальна стратегія розходження вибираєть-

ся з множини можливих варіантів за комплексним критерієм, залежного від 

вимог до безпеки, завчасності, помітності та економічності маневру для запо-

бігання зіткненням.  

Координованість бінарних взаємодій, як характеристик взаємодій суден в 

разі їхнього небезпечного зближення, розглянуто в роботі [47], в якій також 

запропоновано визначення ефективності координованості, для розрахунку 

чисельної оцінки якої отримано аналітичні вирази. У роботі для групи суден, 

що небезпечно зближуються, запропоновано математичну модель їх взаємодії 

за різних типів керування.  

Принцип дії автономної суднової системи ухилення від зіткнення викла-

дено в роботі [48], в якій також розглянуто вимоги до автономної навігації та 

зазначається, що дослідження з автоматизації керування судном можуть про-

водитися в класичному або комп'ютерному підходах. Причому класичний пі-

дхід засновано на математичних моделях, а комп’ютерний – базується на ви-

користанні експертних методів, нейромереж, еволюційних алгоритмів, логіки 

фузі та гібридних систем. 

Математичні моделі формування суднової безпечної зони запропоновано 

в публікаціях [49, 50], які містять системний облік істотних чинників, орієн-

тованих на практичне використання в процесі плавання судна. 

Контроль та керування рухом судна, як багаторівневої системи, яка 

управляє судновими системами під час його переходу між портами розгляну-

то в статті [51], в якій показано відповідність між функціональними шарами 

контролю й судновими підсистемами наведеної системи.  

У роботах [52-54], показано шляхи розв’язання завдання формалізації й 

вибору оптимального маневру розходження, в яких зазначається, що процес 

керування рухом судна є багатовимірним із нелінійними й нестаціонарними 
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характеристиками, а задача носить ігровий характер.  

У роботах [55, 56] розглянуто застосування віртуальних ділянок для за-

безпечення безаварійного плавання в стиснених водах, причому в роботі [55] 

викладено спосіб формування безпечної ділянки в суднових системах навіга-

ційної інформації, а в роботі [56] розглянуто процедуру відображення віртуа-

льної безпечної ділянки судна на електронній карті.  

Базову модель процесу безпечного керування судном у ситуації небезпе-

чного зближення із використанням моделі гри декількох об'єктів запропоно-

вано в статті [57], яка містить нелінійні рівняння стану та нелінійні, змінюва-

ні в часі обмеження змінних стану. У першому наближені, як модель керу-

вання процесом розходження, прийнята модель багатокрокової матричної гри 

у вигляді двоїстої завдання лінійного програмування. Для визначення безпеч-

ної траєкторії власного судна була розроблена комп'ютерна програма ігрового 

керування GSC, за допомогою якої одержані аналітичні результати були пере-

вірені та підтверджені прикладами комп'ютерного моделювання у реальній 

навігаційної обстановці.  

У роботі [58] наведено аналіз МППСС-72 щодо запобігання зіткненню 

суден на морі, зокрема коментуються положення пунктів 2 і 3 Правила 17. У 

даній публікації, враховуючи, що розміри суден та їхні швидкості збільшили-

ся, що потребує тривалішого часу й більшої відстані до їх повної зупинки, 

пропонується перевага пункту 2 Правила 17 над пунктом 3.  

Штучну нейронну мережу синтезу безаварійного маневру ухилення в си-

туаціях небезпечного зближення суден та шість методів оптимальної теорії 

ігор описано в статті [59], в якій показано, що можливе визначення безпечної 

траєкторії руху власного судна під час розходження з іншими суднами для 

умов хорошої та обмеженої видимості за допомоги оптимальних алгоритмів 

керування методами теорії ігор. Прикладами комп'ютерного моделювання си-

туації зближення судна із вісьмома зустрічними цілями, для яких були визна-

чені безпечні власні суднові траєкторії, чим були проілюстровані теоретичні 

результати статті.  
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У роботі [60] запропоновано метод neural fuzzy system для оцінювання 

ризику зіткнення суден, котрий одержаний на підставі результатів останніх 

досліджень проблем безпеки морського судноплавства й може бути створе-

ний з урахуванням переваги штучної нейронної мережі в системі fuzzy. 

Отримані в роботі результати підтвердили переваги нового методу порівняно 

з традиційними методами.  

Оцінювальна система дій для ухилення від зіткнення з поодиноким суд-

ном розглянута в роботі [61], в якій описана моделююча схема трьох рівнів, 

що базується на технології синтезу. Принцип дії модулів базується на перет-

воренні координат в геометричній моделі, чим визначаються оцінка ризику 

зіткнення та параметри маневру розходження. 

Роботи [62-67] присвячені питанням удосконалення технології зовніш-

нього керування рухом суден у районах контролю СУРС. Причому СУРС, як 

зазначається в роботі [62], не має технічних можливостей контролювати рух 

суден на ділянках скупчення суден для забезпечення безпеки судноплавства, 

тому в статті запропонований новий фузі-метод, як додаток до системи ухи-

лення від зіткнення. У Морську географічну інформаційну систему MGIS 

(Marine Geographic Information System) вводяться дані СУРС і АІС, що дають 

підставу для визначення моделі захисного кола й небезпечного індексу. Точне 

прогнозування часу й позиції зіткнення може бути отримано з використанням 

аналітичної моделі морської системи GIS.  

Поняття ситуативного збурення введено в роботі [63], в якій наведені 

характеристики збурення, що визначають його значення в різних ситуаціях та 

одержано аналітичні залежності для визначення ділянки постійних значень 

ситуативного збурення, причому й запропоновано графічний спосіб визна-

чення його величини залежно від дистанції між суднами, гранично-

допустимої дистанції та курсу судна з більшою швидкістю. Наведено прик-

лад початкових ситуацій зближення суден для значень ситуативного збурення, 

яке дорівнює 1 і 2.  

Як зазначається в роботі [64], використовуючи принципи повного зовні-
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шнього керування процесом розходження суден, засновано підходи форму-

вання безпечних траєкторій руху суден за допомогою експертних знань, які 

надаються судноводіям та службам руху суден. У статті пропонується проце-

дура планування траєкторій руху суден спеціалізованими алгоритмами їх уз-

годження шляхом попередніх домовленостей до взаємно узгодженого рішен-

ня з метою оптимізації траєкторій без зовнішнього управлінця. 

Питання вибору маневру розходження кількох суден зміною курсів або 

швидкостей розглянуті в роботах [65-69]. Причому використання небезпечної 

ділянки курсів двох суден для вибору безпечного маневру розходження розг-

лянуто в роботі [65], а процедуру вибору маневру розходження трьох суден 

зміною курсів під час їхнього зовнішнього керування наведено в роботах 

[66,67].  

Роботу [68] присвячено питанням керування групи суден у ситуації небе-

зпечного зближення, причому запропоновано різні принципи вибору сумісної 

стратегії розходження й проведено їхній аналіз, а в роботі [69] запропоновано 

вибір оптимальної стратегії керування суднами зміною курсів для безпечного 

розходження в умовах можливого зіткнення.  

Ситуацію небезпечного зближення суден в стиснених водах розглянуто в 

роботі [70], в якій неможливе безпечне розходження зміною курсу. Попере-

дження можливого зіткнення суден під час зовнішнього керування досягаєть-

ся маневром зміни швидкостей обох суден за допомогою ділянок небезпечних 

швидкостей. Також у роботі сформульована умова існування маневру розхо-

дження зміною швидкості з урахуванням інерційних характеристик суден, 

одержані необхідні аналітичні вирази для формування областей небезпечних 

швидкостей.  

Процедуру розрахунку системою керування рухом суден зміни курсу од-

ного або обох суден, які небезпечно зближуються, запропоновано в роботі 

[71], в якій одержано вирази похідних дистанції найкоротшого зближення ку-

рсом одного, а також курсами обох суден, які характеризують швидкість змі-

ни дистанції найкоротшого зближення під час зміни курсів суден. У роботі 
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також отримані інтегральні рівняння, розв’язання яких дозволяє знайти необ-

хідні для безпечного розходження курси одного або обох суден. 

У статті [72] одержано умову існування множини маневрів розходження 

пари суден зміною їхніх швидкостей і наведено аналітичні вирази одержаної 

умови з урахуванням вибраного режиму гальмування суден.  

Спосіб вибору безпечних курсів ухилення суден під час зовнішнього ке-

рування за допомогою ділянок неприпустимих значень курсів суден запропо-

новано в роботі [73]. У ній показано, що при повороті через інерційність суд-

на знижується дистанція найкоротшого зближення, причому одержано аналі-

тичний вираз для розрахунку уточненого значення граничної відстані з ура-

хуванням інерційності судна, а також запропоновано процедуру вибору мане-

вру розходження зміною курсу одного із суден. 

У роботі [74] розглянуто систему бінарної координації, що регулює взає-

модію двох суден при небезпечному зближенні при їх стандартному маневру-

ванні зміною курсу судна. Вказано, що при формуванні системи бінарної ко-

ординації необхідно враховувати вимоги закону необхідної різноманітності 

Ешбі та одержано аналітичні умови цієї вимоги, які полягають у компенсації 

ситуативного збурення судном з більшою швидкістю або обома суднами. 

Процедурі комп'ютерного графічного визначення оптимального маневру 

розходження двох суден шляхом зміни їх швидкостей при збереженні незмін-

ними курсів присвячена стаття [75], в якій наведено чисельний приклад конк-

ретного варіанта небезпечної ситуації зближення й реалізація запропонованої 

процедури. 

Використанню теорії матричних ігор для синтезу системи безпечного ко-

нтролю судна в ситуації небезпечного зближення присвячено статтю [76], у 

якій проведено аналіз чутливості алгоритму суднового контролю відносно 

неточності інформації про стан процесу. На прикладі ситуації плавання в 

протоці Kattegat для гарної та обмеженої видимості порівнювались парамет-

ри чутливості. 

У роботі [77] розглянуто два типи керування процесом розходження па-
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рою суден в умовах небезпечного зближення. Перший із них є локально-

незалежним керуванням, коли необхідна координація маневрів взаємодіючих 

суден, що обумовило розгляд принципу бінарної координації взаємодії пари 

суден, причому в статті вказуються методи вибору оптимальної стратегії роз-

ходження при цьому типі керування. Другий підхід до керування пари суден в 

ситуації небезпечного зближення реалізується за допомоги принципу повного 

керування системою двох суден зовнішнім управлінцем, для якого розгляда-

ється можливість визначення безпечного маневру розходження з допомогою 

ділянки небезпечних курсів, а також розглянута можливість безпечного роз-

ходження суден використанням ділянки небезпечних швидкостей.  

Алгоритм на основі ACO для планування траєкторії судна досліджується 

в роботі [78], у якій розглянуто новий підхід до розв’язання проблеми плану-

вання шляху для судна, який базується на колективній поведінці колоній му-

рашок. Проблема пошуку оптимальної траєкторії для судна розглядається як 

багатокритеріальне завдання оптимізації, критеріями якого є безпека шляху, 

довжина шляху, відповідність міжнародним правилам запобігання зіткненням 

на морі й плавність ходу. 

Ситуація небезпечного зближення двох суден, що характеризується ситу-

ативним збуренням, значення якого залежить від співвідношення дистанції 

найкоротшого зближення й граничної дистанції аналізується в роботі [79], у 

якій ситуативне збурення може дорівнювати одиниці, коли розходження про-

водиться стандартним маневруванням, і при значенні, яке дорівнює двом, ви-

користовується маневр екстреного розходження. До системи бінарної коор-

динації сформована вимога закону необхідної різноманітності Ешбі, який пе-

редбачає відповідність різноманітності наявних курсів ухилення судна різно-

манітності можливих небезпечних курсів зближення. У роботі встановлено, 

що ця вимога закону Ешбі виконується за компенсації ситуативного збурення 

або одночасним маневром обох суден, або маневром судна з більшою швидкі-

стю.  

Роботу [80] присвячено попередженню зіткнень суден методами зовніш-
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нього керування процесом розходження з використанням небезпечної ділянки 

швидкостей суден. 

Значна кількість публікації присвячено методам моделювання руху суд-

на, які забезпечують більш ефективний і безаварійний процес судноводіння.  

Значна роль у забезпеченні безпеки судноводіння, як зазначається в ро-

боті [81], належить навігаційно-інформаційній системі (НІС) судна, про яку 

та про електронні карти в роботі представлені докладні відомості, причому 

розглянуто принципи відображення інформації НІС та наведені характери-

стики складових частин.  

Завдання утримання морського об'єкту за заданим курсом в заданій точці 

розглянуто в роботі [82] в термінах нелінійної завдання керування. У роботі 

наводиться синтез алгоритму за допомогою нелінійного фільтру Калмана з 

локальними ітераціями для вибору заданого закону керування, призначеного 

оцінювати поточний стан системи. Як показує проведене моделювання, мож-

лива стабілізація курсу до 2° за утримання судна з точністю не менше 4-8 м 

відносно заданої точки. 

Поняття послідовності маневрів (ПМ) введено в публікації [83], під 

яким мається на увазі набір елементарних керуючих дій на великотоннажне 

судно, що необхідні для виконання деякої технологічної операції, напри-

клад, постановка на якір, швартування тощо. Формування ПМ відбувається в 

результаті аналізу й синтезу окремих маневрів за допомогою математичної 

моделі руху судна та досвіду маневрування.  

У роботі [84] викладено теорію керування динамічними об'єктами зі 

змінними параметрами з позицій синергетики, в якій розглянуто архітектуру 

нейромережей та наведено опис традиційних системи керування й застосу-

вання нечіткої логіки для керування, причому наведені приклади синтезу 

нейромережевих систем керування. 

Високоточне керування судном в стиснених районах розглянуто в робо-

тах [85-87], причому динамічні моделі обертального руху повороту судна з 
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урахуванням часу перекладання пера керма наведені в роботах [86, 87].  

Математичний апарат необхідний для моделі руху судна при зміні курсу 

запропоновано в роботі [88], в якій наведено залежності зміни кутової швид-

кості й кута дрейфу під час повороту, що одержані в результаті інтегрування 

класичної системи диференційних рівнянь, для чого потрібна ідентифікація 

коефіцієнтів за даними натурних випробувань за допомоги методу най-

менших квадратів для нелінійних залежностей. 

Питання комплексування сучасних інформаційних технологій в регіона-

льних структурах керування рухом суден на внутрішніх водних шляхах розг-

лянуто в публікації [89] та показано зв'язок їх із супутниковими системами 

високоточного визначення місця рухомих об'єктів. 

У роботі [90] розглянуто інтелектуальну систему прогнозування руху су-

дна, що за допомоги штучної нейроної мережі імітує процес навчання авто-

номного блоку керування. За вхідними сигналами блок керування обчислює 

значення необхідних параметрів маневрування судна в стиснених умовах 

плавання, причому завданням системи є контроль параметрів судна та про-

гноз їхніх значень після певного інтервалу часу накопичення. 

У роботі [91] наведено результати розробки інформаційної системи імі-

таційного моделювання руху суден із використанням складних динамічних 

моделей, що враховують залежності параметрів руху від кута кладки керма й 

обертів двигуна. Новий тип формування маневрів судна з контролем його ре-

алізації може бути забезпечено цією системою. Однією із функцій системи є 

відображення заданого маневру в процесі маневрування судна одночасно з 

фактичним рухом судна та з індикацією прогнозованої траєкторії.  

Розв’язання системи диференційних рівнянь руху судна, як показано в 

роботі [92], що описують керованість судна, може бути одержано при достат-

ньо загальних припущеннях про характер діючих на судно сил і моментів. За-

вдяки нелінійній залежності сил, які діють на корпус судна, від швидкості 

руху судна під час повороту можливий рух судна, як у бік перекладання кер-
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ма, так і в протилежний бік. Визначення можливого положення рівноваги сис-

теми для конкретних умов і режимів руху може бути виконане методами не-

лінійної механіки.  

Метою кандидатської дисертації [93] є підвищення якості автоматичного 

керування річковим судном під час повороту на заданий курс шляхом створен-

ня нових більш ефективних алгоритмів керування й налаштування авторульо-

вого, а методи формування закону керування, які використані для побудови 

адаптивного за швидкості астатичного регулятору стану розглянуто в роботі 

[94].  

У публікації [95] розглянуто автоматичне керування рухом судна з фіксо-

ваним кутом дрейфу заданим курсом, при якому також завдається швидкістю 

бічного руху судна під час швартування з одночасною стабілізацією заданого 

курсу. Закони керування рухом судна наводяться в даній публікації при допу-

щені, що система стабілізації судна повністю спостережувана й керована, за 

рахунок чого підвищується ефективність роботи авторульових.  

Коефіцієнти впливу параметрів математичної моделі судна на його мане-

врені характеристики запропоновано в роботі [96], зокрема як початкова по-

вороткість, радіус сталої циркуляції, та всі характеристики отримання.  

Два завдання оптимізації під час розробки моделей морського руху розг-

лянуто в роботі [97], до яких належать оптимізація параметрів водних шляхів 

для певного вибраного судна й заданих гідрометеорологічних умов та оптимі-

зація параметрів судна для певних заданих параметрів водних шляхів і гідро-

метеорологічних умов. Розв’язання сформульованих завдань оптимізації 

здійснюється методами математичного й електронного моделювання руху су-

ден і водних шляхів. Для розв’язання цих завдань використані матеріали ста-

тистичної обробки модельних випробувань, які розроблені Інститутом морсь-

кої навігації Щецинської вищої морської школи й дозволяють врахувати чис-

ленні розрахунки конкретних варіантів у проектно-конструкторських бюро. У 

роботі [98] наведено програму й результати статистичного моделювання про-
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цесу руху суден лінійним фарватером, причому виявлено вплив параметрів 

навігаційних умов плавання на кількість ситуацій небезпечного зближення. 

Опис проектування системи керування судноплавством VTMIS у турець-

ких протоках наведено в статті [99], у якій показано, що імітація й моделюван-

ня руху суден ведуть до зростання безпеки судноплавства в стиснених водних 

шляхах з інтенсивним судноплавством. У статті наведено модель імітації пото-

ку суден, керування судном і моделі прогнозу гідрографії. У математичній мо-

делі враховуються, як інтенсивність транспортного потоку, так й умови стану 

зовнішнього середовища. У статті також обговорюються використання іміта-

ційних програм для запобігання морських аварій на водних шляхах. 

Питанням оцінювання, прогнозування й оптимізації процесу судноводін-

ня за допомогою бортових автоматизованих систем присвячено роботу [100], 

в якій розглянуто методи прогнозування мореплавства та принципи вибору 

судноводієм рішень для забезпечення безаварійного плавання судна в штор-

мових умовах.  

Ідентифікація параметрів моделей маневрування суден розглянута в ро-

боті [101], для чого використовується метод рекурсивного найменшого квад-

рату, який реалізовано на основі векторних машин підтримки. У статті вказу-

ється, що основним підходом до оціновання моделей маневрування суден 

вважається ідентифікація системи в поєднанні з повномасштабним або віль-

ним модельним тестом. Застосування рекурсивного методу найменших квад-

ратів призначено для он-лайн ідентифікації моделей маневрування суден.  

У роботі [102] описано патент на пристрій керування поздовжнім рухом 

судна, який дозволяє підвищити точність роботи контуру керування судном. 

До його складу належать датчики кута перекладання керма й кутової швидко-

сті повороту судна, пристрій установки й регулятор шляхового кута та прий-

мач супутникових навігаційних систем. 

Синтез алгоритму керування рухом судна розглянуто в роботі [103], при-

чому передбачається стабілізація судна на траєкторії за критеріями економіч-
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ності й точності з урахуванням можливих збурень і нелінійної моделі судна. 

Для ідентифікації математичної моделі судна використано альтернативну фі-

льтрацію із застосуванням лінійно-квадратичного методу.  

У статті [104] розглянуто властивості лінійних моделей маневрування 

суден, а також у ній представлено нові результати про властивості лінійної 

динаміки судна.  

Метод синтезу корегуючих пристроїв системи керування динамічним об'є-

ктом описано в роботі [105], в якій запропоновано процедури визначення пара-

метрів передавальних функцій, що відповідають змішаним вимогам, для чого 

використано розв’язання системи лінійних рівнянь.  

З використанням теорії самоналагоджувального керування призначен-

ням полюсів автоматизованих систем керування в Токійському університеті 

торгового флоту, як повідомляється в статті [106], розроблено адаптивний 

авторульовий, який ураховує маневрені характеристики судна й поточні 

умови плавання.  

У роботі [107] розглянуто сучасні способи керування судном з викорис-

танням новітніх технічних пристроїв, що забезпечують виконання заданих 

маневрів у найкоротший час. У роботі викладено результати дослідження 

співробітниками Технічного науково-дослідного інституту (Японія), які одер-

жано з використанням класичного методу варіаційного числення. Наведено 

розв’язання завдань для різних типів маневрів, наприклад, для зупинки судна 

в заданій позиції за найкоротший час. Також описується спосіб виконання ма-

невру за допомогою керма, гвинта регульованого кроку, носового й кормового 

підрулюючих пристроїв, причому випробування, що проводилися на навчаль-

ному судні "Сиоміті мару", підтвердили ефективність способів виконання ма-

неврування в найкоротший час.  

У роботі [108] наведено методику оцінювання особливостей керування су-

дном під час плавання фарватером, причому методика враховує скупчення су-

ден на фарватері, конфігурацію фарватеру, впливи вітру й течії, маневрені ха-
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рактеристики керованості судна, наявність вільної акваторії, а також персона-

льні якості судноводія. Дослідження проводилося з використанням тренажеру з 

керування судном, у роботі також наведені методика й результати дослідження.  

Контролер штучної нейронної мережі для автоматичного причалювання 

суден розглянуто в статті [109], для послідовного навчання якого запропоно-

вано концепцію мінімізації часу маневру швартування. Після завершення на-

вчання нейронних мереж моделюванням методом Монте-Карло проводилося 

оцінювання ефективності пропонованого контролера. Судно за допомогою 

контролера виводиться у фінальну позицію, що знаходиться на певній відста-

ні від пірсу, що здійснюється з метою забезпечення безпеки.  

Уніфіковану математичну модель руху для різних типів морських рухо-

мих об'єктів запропоновано в роботі [110], що мають постійну швидкість, а 

як модель запропоновано нелінійне матричне диференційне рівняння, при-

чому вимоги формулюються, як завдання оптимального керування.  

У роботі [111] розглянуто використання нейроних мереж у сучасних си-

стемах керування складними динамічними об'єктами, з допомогою яких про-

водиться формування керуючих сигналів, причому до класу таких невизна-

чених об'єктів в роботі відносяться морські судна.  

Розробку системи керування курсом судна автопілотом з використанням 

принципів нечіткої логіки розглянуто в статті [112], в якій запропоновано 

адаптацію системи з урахуванням нелінійності математичної моделі судна та 

складної динаміки руху.  

У роботі [113] запропоновано поліпшення якості керування рухом судна 

на заданому курсі в разі урахування в алгоритмі керування раніше невідомих 

особливостей нелінійної динаміки судна. 

У роботі [114] запропоновано структуру дворівневої системи керування 

рухом швидкісних суден, що складається зі стратегічного й виконавчого рів-

нів, причому в роботі наводиться структура дворівневої системи для двох ти-

пів швидкісних суден та визначається її склад.  
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У роботі [115] наведено алгоритм керування рульовим приводом в умо-

вах нестабільності його характеристик, за допомогою якого формується ке-

рування в момент надходження сигналу на перекладання керма від головної 

управляючої програми авторульового. У результаті попередніх експеримен-

тів визначається момент часу зняття управляючого сигналу, після чого за-

пам'ятовуються необхідні параметри, які є характеристикою ситуації й за-

пам'ятовуються в базі даних. 

У роботі [116] запропоновано управляючий пристрій, сформований за 

результатами проведеного аналізу, який забезпечує краще маневрування 

судна з використанням звичного ручного приладу керування й працює 

на найменшому ходу. Новий універсальний метод проектування системи 

керування шляхом застосування вагової матриці енергетичного розподі-

лу також обговорюється в статті. 

Формалізацію зміни параметрів руху судна запропоновано в статті [117] 

для судна, яке виконує маневр повороту на новий курс з одночасним роз-

гоном, що істотно скорочує кількість експериментального матеріалу, 

необхідного для адаптації моделі. У статті також запропоновано алго-

ритм визначення прогнозованої траєкторії руху судна під час зміні його 

курсу й в процесі зняття з якоря. 

Метод вибору моменту подання команди рульовому про зміну курсу судна 

під час його проходження у вузькостях описано в роботі [118]. У ній викорис-

тані дані про відстань від точки перетину поточної й нової ділянок траєкторії 

до початку циркуляції судна, кут перекладання керма й швидкість ходу судна. 

Перевірка запропонованого способу проводилася на судні «Тайсей-мару» під 

час плавання у Внутрішньому Японському морі. У статті наведено результати 

аналізу одержаних під час плавання даних і результати моделювання процесу 

зміни курсу із застосуванням пропонованого способу.  

У роботі [119] розглянуто математичні моделі оптимізації параметрів во-

дних шляхів у вигляді цільових функцій, створених для імітаційного моделю-
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вання. У роботі також наведені результати оптимізації поворотів на внутрішніх 

водних шляхах підходів до порту Щецин. 

У роботі [120] представлено математичну модель руху судна в процесі 

його заходу в камеру шлюзу, особливість якої полягає у тому, що гідроди-

намічні характеристики залежать додатково від позиції судна відносно 

шлюзу, а в роботі [121] запропоновано уточнений вираз для рівняння руху 

судна. 

Проектом телеметричних служб федерального Міністерства водного 

транспорту Німеччини є електронна система інформації про стан фарватеру 

ARGO, яка описана в публікації [122]. Вона використовує електронну карту 

річки, на яку накладається поточне радіолокаційного зображення, що поєд-

нується з наявною інформацією про глибини на різних ділянках водного 

шляху. Цим інформуються судноводії про стан фарватеру й про глибини ді-

лянки водного шляху знаходження судна. 

У зв'язку зі зростанням габаритів сучасних суден для забезпечення їх 

безаварійного плавання виникає потреба застосування вдосконалених навіга-

ційних комп'ютерних систем, про що відзначається в роботі [123]. Існуючі 

системи здебільшого використовують спрощенні моделі прогнозування, які 

обмежують їх використання в частині поточного відображення руху судна під 

час зміни його параметрів руху. Ця обставина викликає необхідність підви-

щеної точності під час відображення криволінійної траєкторії руху судна 

більш адекватними моделями прогнозу. 

Формування моделі керованого руху судна розглянуто в статті [124], за-

стосування якого викликає значні труднощі в разі моделювання складних 

умов плавання, наприклад, під час нерегулярної хитавиці, на мілководді й 

тощо, що це особливо важливо під час використанні математичної моделі 

судна для маневреного тренажеру та проектування водних шляхів. 

Процедуру розрахунку приєднаних мас самохідних транспортних суден, 

врахування яких більш адекватно описує рух судна під час виконання ним 
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різних експлуатаційних маневрів, розглянуто в роботі [125]. Пропонована ма-

тематична модель оптимізує маневрування суден в умовах обмеженого суд-

нового ходу, забезпечуючи необхідну безпеку плавання.  

У роботі [126] наведено результати дослідження динамічної моделі руху 

судна під впливом додаткових нелінійних членів, що забезпечують оцінку 

адекватності прийнятої моделі на різних режимах руху, у результаті якої ви-

явлено вплив зміни вітру на картину біфуркації. Істотне підвищення ефекти-

вності авторульового осягнуто введенням інтелектуальної складової до алго-

ритму його функціонування.  

У роботі [127] представлені техніко-експлуатаційні вимоги міжнародних 

організацій ІМО, МЕК і ІСО до систем автоматичного керування судном за 

курсом і траєкторією, в якій приводиться короткий аналіз підготовлених 

змін до діючої Конвенції "СОЛАС-74", а також Резолюції А.342 (9) Комітету 

безпеки на морі ІМО, що містить експлуатаційні й технічні вимоги до автору-

льових.  

Питанням ідентифікації суднових моделей маневрування присвячена ро-

бота [128], які використовуються для проектування систем керування рухом 

суден, дослідження маневреності судна, а також забезпечується розвиток сис-

тем керування судновими тренажерами. У роботі для нелінійної моделі мане-

врування судна, що розроблена на основі аналізу гідродинаміки, пропонуєть-

ся алгоритм, заснований на розширеній теорії фільтра Кальмана, який синте-

зовано з використанням теорії ідентифікації систем.  

Одним із напрямків розв’язання проблеми забезпечення безпеки судно-

водіння в стиснених умовах плавання є підвищення точності контролю місця 

судна, чому присвячені роботи [129-171].  

У роботі [129] викладено теорію випадкових похибок навігаційних вимі-

рювань, а вплив точності визначення суднових координат на надійність наві-

гації досліджено в роботі [130]. У роботах [131, 132] наголошується, що роз-

робкою теоретичних методів зниження впливу систематичних і випадкових 
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похибок вимірювань на точність обсервацій зроблено значний внесок в 

розв’язання проблеми підвищення точності контролю місця судна.  

В даних публікаціях розглянуто питання підвищення  точності контро-

лю місця судна та її вплив на надійність навігації. Слід зазначити, що про-

аналізовано не всі суттєві чинники, направлені на  підвищення  точності ви-

значення місця судна. Не розглянуто питання ефективності координат судна і 

залежності їх точності від способу їх розрахунку в разі надмірних вимірю-

вань.  Питання надійності навігації розглянуто в першому наближенні для 

найбільш простих ситуацій. 

У монографії [133] запропоновано альтернативний підхід в питаннях те-

орії формування випадкових величин навігаційних вимірювань, який відріз-

няється від теоретичної моделі, запропонованої К. Гаусом для обґрунтування 

нормального закону.  

В роботі запропоновано замість нормального закону використовувати 

закон Лапласа, але його застосування обмежено через розрив кривої щільно-

сті в точці математичного очікування. 

Тому в судноводінні крім закону Гаусу стали використовувати змішані 

закони розподілу вірогідності, які викладено в роботах [134,135].  

Недоліком змішаних законів розподілу вірогідності являється те, що во-

ни не можуть бути використані, коли похибки вимірювань являються залеж-

ними.  

У роботах [136,137] розглядаються питання законів розподілу вірогідно-

сті похибок навігаційних вимірювань початкової вибірки, що є сумішшю час-

ткових вибірок нормально розподілених похибок, дисперсії яких не збігають-

ся. Також запропоновано процедуру оцінювання ефективності обсервованих 

координат судна, які розраховуються методом найменших квадратів, з ураху-

ванням змішаних розподілів похибок початкової вибірки. Недоліком моделей 

змішаного розподілу є те, що вони не можуть застосовуватися до опису сис-

тем залежних випадкових величин. 

Дослідження останніх років показали, що проблему опису систем залеж-
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них випадкових величин можна розв'язати, використовуючи узагальнений  

розподіл Пуассону [138], у якому як базовий застосовується нормальний роз-

поділ, а в роботі [139] викладено результати опису систем залежних випадко-

вих величин узагальненим законом Пуассону.  

При застосуванні узагальненого закону Пуассону виникає дві проблеми. 

По-перше, процедура перетворення системи залежних випадкових величин в 

систему незалежних потребує інформації про значення масштабного та сут-

тєвого параметрів розподілу, яка часто відсутня. По-друге, спосіб розрахунку 

ефективних обсервованих координат судна при наявності надмірних вимірю-

вань являється складним і його реалізація утруднена. 

У роботі [140] розглянуто альтернативні закони розподілу вірогідності 

похибок навігаційних вимірювань, в якій також досліджено залежність кова-

ріаційної матриці обсервованих координат судна від числа й точності ліній 

положення та закону розподілу їх похибок. За надмірних ліній положення 

одержано аналітичні вирази оцінювання ефективності обсервованих коорди-

нат, які розраховані методом найменших квадратів. Комп'ютерним імітацій-

ним моделюванням підтверджена коректність одержаних аналітичних вира-

зів. У умовах натурних спостережень було одержано 12 вибірок випадкових 

похибок навігаційних вимірювань та визначено закони їх розподілу, які здебі-

льшого відносяться до змішаних законів першого та другого типів. 

У роботах [141,142] наведено моделі оцінювання вірогідності безпечного 

плавання в стиснених районах з використанням двомірної щільності розподі-

лу векторіальної похибки, в яких обмеженість виражається у вигляді розподі-

лу частот бічних відстаней від середини фарватеру до його меж. 

Використання методів кореляційної навігації для забезпечення високої 

точності визначення місця суден в стиснених районах плавання розглянуто в 

статтях [143,144]. У роботах [145, 146-148] запропоновано спосіб контролю 

місця судна багатопозиційною радіолокаційною системою оберненого типу, 

причому в статті [147] розглянуто вибір скалярного критерію точності для 

оцінювання ефективності структури локальних навігаційних систем, а зале-
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жність критерію точності радіолокаційної системи зворотного типу від її 

структури показано в роботі [148]. 

У результаті досліджень застосування початкових поправок станції в ра-

йоні порту Щецин під час використанні радіонавігаційної системи DGPS було 

встановлено доцільність їх врахування, про що повідомлено в роботі [149], в 

ній також вказано, що це буде сприяти більш широкому застосуванню систе-

ми DGPS у районах підходу до порту Щецин.  

Аналітичний опис системи залежних похибок представлено в роботі 

[150], а в роботі [151] розглянуто результати аналізу вибірок похибок навіга-

ційних вимірювань і показано, що найбільша відповідність статистичного ма-

теріалу теоретичним розподілам досягається для законів, відмінних від нор-

мального, що, згідно з роботами [152,153], під час застосування методу най-

менших квадратів для розрахунку обсервованих координат судна не забезпе-

чує можливості отримання їх ефективних оцінок.  

Для визначення ефективних оцінок обсервованих координат судна за на-

явності надлишкових ліній положення, як показано в роботах [154,155], необ-

хідно застосування методу максимальної правдоподібності, який враховує 

дійсний закон розподілу похибок.  

Стратегію формування радіонавігаційного поля викладено в публікації 

[156], що враховує комплекс обмежень згідно з міжнародними вимогами, 

перш за все ІМО, та значною протяжністю й значними відмінностями внут-

рішніх водних шляхів різних регіонів.  

Розв’язання завдання утримання судна в заданому положенні за наявно-

сті керування тільки за даними сигналів про момент рискання й силу по-

довжнього зносу запропоновано в роботі [157], в якій розв’язання даного за-

вдання досягнуто методом керування змінним у часі зворотним зв'язком, що 

враховує складову управляючої дії по інтегралу. 

На базі теоретичних розробок і їх зіставленням з вимогами ІМО щодо 

точності судноводіння в роботі [158] запропоновано розрахункові методи 

визначення допустимих величин середніх квадратичних похибок навігацій-
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них параметрів для забезпечення безпеки плавання в різних районах руху. 

Робота [159] присвячена аналізу різних підходів до оцінювання точності 

визначення місця судна супутниковою радіонавігаційною системою за стати-

стичними матеріалами, який показав, що гіпотеза про розподіл випадкових 

похибок визначення широти й довготи за нормальним законом не підтвер-

джується. 

Під час визначення місцеположення рухомого об'єкту системою GPS, як 

показано в роботі [160], можливі похибки корегуються диференційними ме-

тодами, однак виявлено, що із збільшенням відстані від станції нульового ві-

дліку поправки можуть виявитися недостатніми. Як встановлено в роботі, по-

хибки зростають при збільшенні відстані між приймачем системи DGPS і ба-

зовою станцією, причому на кожні 150 км відстані від базової станції похибка 

зростає на 1 м. Уздовж португальського узбережжя були розміщені шість 

приймачів DGPS через 50 миль на північ і південь від станції відліку Sagres 

Broadcast Station для оцінювання реальної похибки приймача. Дослідженнями 

виявилено, що реальна похибка визначення позиції менша її теоретичного 

значення й складає 0,22 м на кожні 100 км відстані від станції відліку.  

Методику підготовки бібліотеки маршрутів запропоновано в роботі 

[161], що дозволяє судноводію створити маршрут плавання й дає можливість 

йому контролювати поточне положення судна відносно заданої траєкторії 

руху з високою точністю завдяки диференційній підсистемі без застосування 

електронних карт. 

Вхід судна в штормових умовах у гавань, розташованій на відкритому 

морському узбережжі, регламентований чинними навігаційними обмежен-

нями [162]. Під час сильного хвилювання судно, яке входить в гавань, може 

зіткнутися з хвилеломом через небезпечні відхилення від запланованої трає-

кторії. За натурними дослідженнями траєкторій руху судна в роботі запропо-

новано індекси оцінки безпеки входу в гавань.  

У роботі [163] одержано аналітичні вирази оцінки вірогідності навіга-

ційної безпеки плавання за наявності нерівноточних корельованих похибок 
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положення межі фарватеру відносно програмної траєкторії руху судна, досто-

вірність яких підтверджена методом статистичного моделювання. Роботи 

[164-166] присвячені контролю точності плавання судна заданим маршрутом 

с урахуванням наявного берегового навігаційного обладнання.  

Використання зони безпечності судна для зниження аварійності розгля-

нуто в роботі [167,168], а врахуванню динаміки судна під час формуванні йо-

го безпечної зони присвячена робота [169]. Залежність параметрів суднової 

безпечної зони від стохастичних позиційних похибок показана в роботі [170], 

а врахування поворотності судна в разі розрахунку межі його безпечної зони 

розглянуто в роботі [171].  

Роботи [172-206, 218-227], виконані автором одноосібно або в співавтор-

стві, присвячені питанням оцінювання та підвищення надійності судноводін-

ня. 

 

 

1.2. Обґрунтування вибору теми дисертаційного дослідження 

 

Аналіз змісту попереднього розділу показав, що в проблемі забезпечення 

безаварійного судноводіння в стиснених водах найменш дослідженим є на-

прямок визначення надійності судноводіння, а саме її залежності від суттєвих 

чинників, визначення кількісної оцінки та можливостей підвищення її рівня.  

Оскільки надійність судноводіння пов’язана з навігаційною аварійністю, 

то особливо актуальним є питання її забезпечення в стиснених районах пла-

вання. Очевидно, вірогідність виникнення навігаційної аварії визначається 

векторіальними позиційними похибками та похибками траєкторного керу-

вання судна, які характеризують його положення відносно навігаційних пе-

решкод. 

Визначення суттєвих чинників, які впливають на надійність судноводін-

ня, та розробка математичної моделі залежності показників надійності судно-

водіння від суттєвих чинників створюють підґрунтя для дослідження можли-
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востей підвищення надійності судноводіння. 

Розв’язання перерахованих проблем, розробка яких започаткована в ро-

ботах автора дисертаційного дослідження, є перспективною й актуальною 

тематикою, що й обумовлює вибір напрямку та теми дослідження даної дисе-

ртаційної роботи. 

 

 

1.3. Висновки з першого розділу 

 

У результаті огляду літературних джерел у першому розділі проведено 

аналіз основних аспектів розв’язання проблеми забезпечення безаварійного 

плавання суден.  

Встановлено, що основними напрямками розв’язання проблеми забезпе-

чення безаварійного судноводіння є розробка методів попередження зіткнен-

ня суден у стиснених районах інтенсивного судноплавства, застосування су-

часних інформаційних технологій для підвищення безпеки судноводіння та 

забезпечення оцінки безпеки судноводіння в стиснених умовах плавання та 

підвищення точності визначення місця судна. 

За результатами аналізу було встановлено, що головним напрямком 

розв’язання порушеної проблеми розробка методів оцінки безпеки судново-

діння в стиснених умовах плавання та підвищення точності визначення місця 

судна. 

У розділі обґрунтовано основний напрям дисертаційного дослідження, 

що присвячений подальшому вдосконаленню методів забезпечення оцінки 

безпеки судноводіння в стиснених умовах плавання та підвищення точності 

визначення місця судна.  

Об'єктом дослідження є процес судноводіння, а предметом дослідження є 

методи підвищення надійності судноводіння.  
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РОЗДІЛ 2.  

ОБҐРУНТУВАННЯ МЕТОДОЛОГІЧНОГО ЗАБЕЗПЕЧЕННЯ  

ДОСЛІДЖЕННЯ З ТЕМИ ДИСЕРТАЦІЇ 

 

2.1. Вибір теми наукового дослідження 

 

Аналізом, проведеним у першому розділі, було встановлено, що одним із 

найбільш актуальних напрямків, присвячених підвищенню безпечності суд-

новодіння, є розробка методів оцінювання безпеки судноводіння в стиснених 

умовах плавання та підвищення точності визначення місця судна. 

Цією обставиною обумовлено вибір теми дисертаційного дослідження, 

що, як показано в підрозділі 1.2, присвячене розробці концепції підвищення 

надійності судноводіння під час плавання суден в стиснених водах.  

Розв’язання сформульованого завдання потребує, по-перше, розробки те-

оретичного аспекту дослідження, в якому слід сформувати математичну мо-

дель кількісної оцінки надійності судноводіння й визначити її залежність від 

суттєвих чинників. Реалізація практичних результатів теоретичного дослі-

дження передбачає застосування сучасних комп'ютерних інформаційних тех-

нологій під час використанні останніх досягнень електронної навігації. 

По-друге, надійність судноводіння значною мірою визначається точністю 

контролю позиції судна, тому однією із провідних тем дослідження є розробка 

методів визначення ефективних обсервованих координат судна.  

Тому проблема підвищення надійності судноводіння та розробка методів 

її розв’язання є актуальною та перспективною, що й обумовлює вибір теми 

дисертаційного дослідження, яку доцільно сформулювати наступним чином: 

«Розробка теорії й методів оціновання та підвищення надійності судноводін-

ня». 

Для розв’язання поставленого завдання слід розв’язати наступні основні 

питання:  

- методами системного підходу розділити головне завдання дисертацій-
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ного дослідження на складові незалежні завдання; 

- розробити метод оцінювання надійності судноводіння під час визначен-

ня інтенсивностей випадкових потоків аварійних навігаційних подій, для яких 

використано математичні моделі розрахунку апріорної вірогідності проведен-

ня судна стисненим маршрутом з урахуванням векторіальних позиційних по-

хибок і траєкторних похибок керування; 

- запропонувати універсальний метод розрахунку обсервованих коорди-

нат судна за наявності надмірних вимірювань за загальним алгоритмом неза-

лежно від закону розподілу похибок навігаційних вимірювань із використан-

ням ортогонального розкладання їх густини розподілу; 

- розробити комп'ютерну імітаційну програму з першим модулем форму-

вання стисненого маршруту проведення судна за допомогою електронних 

карт і розрахунку вірогідності безпечного плавання та з другим модулем оці-

нки ефективності обсервованих координат. 

Актуальність тематики дисертаційного дослідження визначається необ-

хідністю забезпечення належного рівня безпеки судноводіння за рахунок удо-

сконалення методів підвищення надійності судноводіння в стиснених райо-

нах плавання.  

Наукова новизна дослідження може бути досягнута розв’язанням перера-

хованих основних питань.  

Економічну ефективність дисертаційного дослідження складає можливе 

скорочення збитків з причини зниження рівня аварійності внаслідок запобі-

гання навігаційним аваріям.  

Реалізація пропонованого наукового дослідження можлива за рахунок 

розробки теоретичної частини роботи та її перевірки імітаційним моделю-

ванням. 

Об'єктом дослідження є процес судноводіння.  

Предметом дослідження є методи підвищення надійності судноводіння.  
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2.2. Методи дослідження дисертаційної роботи 

 

Як показує аналіз, наведений в першому розділі, проблема, яка розгляда-

ється в даному дисертаційному дослідженні, є добре структурованою, отже її 

розв’язання вимагає застосування методології дослідження операцій. 

Для розв’язання проблеми дисертаційного дослідження було використа-

но наступні методи: 

 – системного підходу для визначення методологічного типу проблеми 

дисертаційного дослідження, як проблеми із з'ясованими істотними залежно-

стями;  

 – дослідження операцій, методи якого визначають методологію дослі-

дження сформульованих у дисертації проблем, і забезпечують коректне роз-

ділення головного завдання на складові незалежні завдання й формування го-

ловної математичної моделі та допоміжних моделей дослідження; 

 – математичного програмування для розв’язання проблеми оптимізації 

завдання безпечного проведення судна стисненим маршрутом за критерієм 

вірогідності; 

  – теорії вірогідності, за допомогою яких проводиться розробка матема-

тичних моделей оцінювання апріорної вірогідності безпечного плавання суд-

на стисненим маршрутом;  

 – теорії похибок для розробки методу максимальної правдоподібності 

визначення координат судна за наявності надмірних вимірювань; 

 – математичної статистики для використання ортогонального розкладу 

густини розподілу похибок вимірювання з метою визначення обсервованих 

координат судна за надмірних вимірювань;  

 – теорії керування, які забезпечують формалізацію залежності траєктор-

них похибок керування судном від типу динамічної моделі його повороту;  

 – імітаційного моделювання для перевірки коректності методу визна-

чення ефективності обсервованих координат судна. 

Розглянемо характеристику методологічного забезпечення дослідження з 
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теми дисертації, що забезпечує коректне розв’язання головного завдання ди-

сертаційної роботи методами системного підходу. 

На рис. 2.1. показана технологічна карта методологічного забезпечення 

дослідження по темі дисертації, яке забезпечує рішення головної задачі 

дисертаційної роботи методами системного підходу. Технологічна карта 

містить комплексне завдання роботи, три головних завдання і вісім до-

поміжних завдань. Приведено рішення і наукове положення кожного із го-

ловних завдань, як і комплексного завдання роботи.  

Приведемо загальну характеристику методологічного забезпечення до-

слідження по темі дисертації, аналізуючи його технологічну карту. 

Сучасними запитами практики є необхідність забезпечення належного 

рівня безпеки судноводіння й розробки сучасних методів оцінювання та під-

вищення надійності процесу судноводіння в стиснених районах плавання. 

Метою дисертаційного дослідження є забезпечення належного рівня без-

пеки судноводіння шляхом розробки методів підвищення надійності процесу 

судноводіння в стиснених районах плавання.  

Науковою гіпотезою дисертаційного дослідження прийнято припущення 

про можливість підвищення надійності судноводіння розробкою та застосу-

ванням методів кількісної оцінки безпеки судноводіння в стиснених водах з 

використанням сучасних математичних моделей та комп’ютерних інформа-

ційних технологій.  

Головною задачею дослідження є розробка методів визначення кількісної 

оцінки характеристик надійності судноводіння в стислих умовах плавання та 

шляхи її можливого підвищення. 

За допомогою методів теорії дослідження операцій для розв’язання голо-

вного завдання дисертації було проведено її декомпозицію на складові за-

вдання, які є незалежними. Головне завдання дисертації було розділено на на-

ступні складові завдання:  

1. Синтез методу апріорної оцінки вірогідності безпечного проведення 

судна стисненим маршрутом з урахуванням векторіальних позиційних похи-

бок і траєкторних похибок керування. 
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Таблиця 2.1. 

Допоміжні завдання 

№ ДЗ Зміст 

1 ДЗ 1.1 

Розробка методу кількісної оцінки надійності судноводіння із 
використанням інтенсивностей випадкових потоків аварійних 
подій, що базуються на математичних моделях оцінки апріор-
ної вірогідності проводки судна стислим маршрутом. 

2 ДЗ 1.2 
Синтез методу апріорної оцінки вірогідності безпечної провод-
ки судна стислим маршрутом з урахуванням векторіальних по-
зиційних похибок і траєкторних похибок управління 

3 ДЗ 1.3 
Формалізація стислого маршруту одномірною та двомірною 
моделями формуванням масивів його меж і програмної траєк-
торії руху. 

4 ДЗ 2.1 
Дослідження впливу типу динамічної моделі обертального ру-
ху судна на величину векторіальної траєкторної похибки 
управління. 

5 ДЗ 2.2 

Формування процедури застосування електронних карт для 
оцінки апріорної вірогідності безпечного плавання судна стис-
лим маршрутом і вибору безпечної траєкторії руху з урахуван-
ням траєкторної похибки управління. 

6 ДЗ 3.1 

Розробка методом максимальної правдоподібності алгоритму 
оцінки ефективних обсервованих координат судна в разі наяв-
ності надмірних вимірювань, похибки яких не підкоряються 
нормальному закону розподілу 

7 ДЗ 3.2 

Формування універсального методу стохастичного опису випа-
дкових похибок вимірювань з використанням ортогонального 
розкладання їх щільності розподілу для розрахунку обсервова-
них координат судна по загальному алгоритму, який не зале-
жить від закону розподілу похибок вимірювань. 

8 ДЗ 3.3 

Проведення комп'ютерного імітаційного моделювання для пе-
ревірки коректності методів оцінки ефективності обсервованих 
координат судна за наявності надмірних вимірювань, що роз-
раховані методом найменших квадратів, похибки яких розподі-
лені по змішаних законом першого і другого типу. 
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2. Розробка методу кількісної оцінки надійності судноводіння із викорис-

танням інтенсивностей випадкових потоків аварійних подій, що базуються на 

математичних моделях оцінки апріорної вірогідності проведення судна стис-

неним маршрутом. 

3. Методом максимальної правдоподібності розробити алгоритм оціню-

вання ефективних обсервованих координат судна в разі наявності надмірних 

вимірювань, похибки яких не підпорядковуються нормальному закону розпо-

ділу.  

4. Дослідити вплив типу динамічної моделі обертального руху судна на 

величину векторіальної траєкторної похибки керування. 

5. Для розрахунку обсервованих координат судна за загальним алгорит-

мом, який не залежить від закону розподілу похибок вимірювань, розробити 

універсальний метод стохастичного опису випадкових похибок вимірювань з 

використанням ортогонального розкладання їх густини розподілу. 

6. Провести комп'ютерне імітаційне моделювання для перевірки корект-

ності методів оцінки ефективності обсервованих координат судна за наявнос-

ті надмірних вимірювань, що розраховані методом найменших квадратів, по-

хибки яких розподілені за змішаними законами першого й другого типу. 

7. Сформувати процедуру застосування електронних карт для оцінки ап-

ріорної вірогідності безпечного плавання судна стисненим маршрутом і ви-

бору безпечної траєкторії руху з урахуванням траєкторної похибки керування. 

Розв’язання завдань дисертаційного дослідження потребувало розробки 

комп'ютерної програми, що складається з двох основних модулів, перший з 

яких призначений для моделювання стисненого маршруту проведення судна з 

використанням електронної карти та апріорної оцінки вірогідності безпечно-

го плавання, а другий забезпечує перевірку статистичних гіпотез розподілу 

похибок навігаційних вимірювань та імітаційне моделювання для визначення 

ефективності обсервованих координат судна в разі надмірних вимірювань.  

У розв’язанні складових незалежних завдань були одержані наступні ві-

дповідні наукові результати: 
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Вперше:  

- розроблено спосіб оцінки ефективних обсервованих координат судна за 

допомоги методу максимальної правдоподібності за наявності надмірних ви-

мірювань, похибки яких не підкоряються нормальному закону розподілу, для 

забезпечення максимальної точності визначення місця судна;  

- синтезовано процедуру комп'ютерного імітаційного моделювання оцін-

ки ефективності обсервованих координат судна, розрахованих методом най-

менших квадратів за допомоги генерування надмірних вимірювань, похибки 

яких розподілені за змішаними законами першого та другого типу, для підт-

вердження коректності запропонованих теоретичних методів оцінки ефекти-

вності обсервованих координат; 

- запропоновано й розроблено універсальний метод стохастичного опису 

випадкових похибок навігаційних вимірювань із використанням ортогональ-

ного розкладання їхньої щільності розподілу для розрахунку обсервованих 

координат судна за загальним алгоритмом незалежно від закону розподілу 

похибок вимірювань; 

- розроблено метод кількісної оцінки надійності судноводіння шляхом 

використання інтенсивностей випадкових потоків аварійних подій і розроб-

лених математичних моделей для визначення апріорної вірогідності прове-

дення судна стислим маршрутом; 

- запропоновано методи апріорної оцінки вірогідності безпечного пла-

вання судна стислим районом застосуванням векторіальних позиційних по-

хибок і траєкторних похибок управління для мінімізації ризику виникнення 

навігаційної аварії; 

- досліджено вплив динамічної моделі обертального руху судна, що ви-

користана для прогнозу його повороту, на величину векторіальної траєктор-

ної похибки управління шляхом аналізу запропонованих моделей для мінімі-

зації траєкторної похибки; 

Одержали подальший розвиток методи застосування електронних карт 

шляхом використання розробленого методу оцінки апріорної вірогідності 
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безпечного плавання судна стислим маршрутом для вибору безпечної траєк-

торії руху судна. 

Прийнята наукова гіпотеза про можливість підвищення надійності суд-

новодіння розробкою та застосуванням методів кількісної оцінки безпеки су-

дноводіння в стиснених водах з використанням сучасних математичних моде-

лей та комп’ютерних інформаційних технологій підтверджена одержаними в 

дисертаційній роботі теоретичними та експериментальними результатами, а 

також імітаційним моделюванням. 

Дисертаційному дослідженню властива практична значущість, яка ви-

значається тим, що його результати можуть бути упроваджені на судна в про-

цесі експлуатації, а також використані розробниками суднових навігаційних 

інформаційних систем.  

Практична цінність результатів дисертаційної роботи полягає в тому, що 

теоретичні результати й програми, які одержані в роботі, можуть бути засто-

совані під час навчання та для підвищення кваліфікації судноводіїв.  

Теоретичні та експериментальні наукові результати й проведене іміта-

ційне моделювання, які одержано в дисертаційному дослідженні, визначають 

його наукове положення, що має наступне формулювання:  

Розроблено теоретичні засади та методологічне забезпечення оцінювання 

надійності судноводіння та її підвищення способами мінімізації векторіаль-

них позиційних похибок та траєкторних похибок керування, які відрізняють-

ся використанням розроблених алгоритмів визначення ефективних координат 

судна за наявності надмірних вимірювань, що базуються на ортогональному 

розкладанні густини розподілу їх похибок, та адекватних прогностичних мо-

делей повороту судна. 
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2.3. Стисла методика проведення дисертаційного дослідження 

 

Розглянемо стислий виклад методики проведення дисертаційного дослі-

дження, як послідовність етапів розв’язання його головного завдання з визна-

ченням відповідних методів. 

Згідно з рекомендаціями з проведень наукових досліджень слід проаналі-

зувати основні напрями розв’язання проблеми забезпечення безаварійності 

судноводіння, що дає змогу здійснити вибір теми дисертаційного досліджен-

ня. 

Другим етапом роботи є декомпозиція головного завдання дисертаційно-

го дослідження на незалежні складові завдання, що проводиться методами 

дослідження операцій, якими також забезпечується його методологічне об-

ґрунтування.  

Розробкою методу оцінки апріорної вірогідності безпечної проведення 

судна стисненим маршрутом з урахуванням векторіальних позиційних похи-

бок і траєкторних похибок керування характеризується третій етап дисерта-

ційного дослідження. Четвертим етапом дисертаційної роботи є розробка ме-

тоду визначення надійності судноводіння через інтенсивності випадкових по-

токів аварійних подій, що базуються на математичних моделях оцінки апріо-

рної вірогідності проведення судна стисненим маршрутом, одержаних на по-

передньому етапі. 

П’ятим етапом є розробка за допомогою методу максимальної правдопо-

дібності алгоритму оцінки ефективних обсервованих координат судна у випа-

дку надмірних ліній положення, похибки яких не підкоряються нормальному 

закону розподілу.  

Розробка загального алгоритму розрахунку обсервованих координат суд-

на, який не залежить від закону розподілу похибок вимірювань і використо-

вує ортогональне розкладання їх густини розподілу, є шостим етапом дослі-

дження. 



 85

Наступним сьомим етапом є дослідження впливу типу динамічної моделі 

обертального руху судна, яка використовується для прогнозу його повороту, 

на величину векторіальної траєкторної похибки керування. 

Восьмим етапом дисертаційної роботи є проведення комп'ютерного імі-

таційного моделювання для перевірки коректності методів оцінки ефективно-

сті обсервованих координат судна, що розраховані методом найменших квад-

ратів, за наявності надмірних вимірювань, похибки яких розподілені за змі-

шаними законами першого й другого типу. 

На закінчення роботи слід провести комп’ютерне моделювання стисне-

ного маршруту проведення судна з використанням електронної карти з апріо-

рною оцінкою вірогідності безпечного плавання, також необхідно виконати за 

допомогою комп’ютеру імітаційне моделювання для визначення ефективнос-

ті обсервованих координат судна в разі надмірних вимірювань.  

Зазначені етапи проведення дисертаційного дослідження за визначеною 

темою забезпечення безаварійного судноводіння в стиснених районах пла-

вання суден складають методику проведення дисертаційного дослідження. 

 

 

2.4. Висновки з другого розділу 

 

У другому розділі дисертаційної роботи здійснено вибір основних на-

прямків і теми дослідження. У розділі наведено методологічну структуру ди-

сертації та її методологічне забезпечення. 

Технологічне забезпечення методологічного обґрунтування роботи міс-

тить мету дисертаційного дослідження, в ньому представлена його головне 

завдання та здійснена її декомпозиція на незалежні складові завдання. Сфор-

мульовано робочу гіпотезу дисертаційного дослідження, показано, що в ре-

зультаті розв’язання незалежних складових завдань одержано наукові резуль-

тати дисертаційної роботи, яким притаманна наукова новизна.  
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У розділі також наведені практична цінність і значущість результатів ди-

сертаційного дослідження, а також сформульовано основне наукове положен-

ня роботи. Викладено стислу методику розв’язання незалежних складових 

завдань роботи, яке характеризує основні етапи виконання наукового дослі-

дження з теми дисертації, враховуючи теоретичні результати та імітаційне 

комп'ютерне моделювання.  
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РОЗДІЛ 3.  

ВПЛИВ ТОЧНОСТІ ПРОВЕДЕННЯ СУДНА СТИСНЕНИМ МАРШРУТОМ 

НА БЕЗПЕКУ СУДНОВОДІННЯ 

 

3.1. Характеристика надійності судноводіння 

 

Забезпечення навігаційної безпеки є необхідною умовою охорони життя 

на морі, середовища від забруднення й ефективності роботи флоту. На підви-

щення навігаційної безпеки спрямовані численні наукові дослідження, техні-

чні розробки й організаційні заходи. Однак кількісна оцінка досягнутого рів-

ня навігаційної безпеки й вплив на нього проведених заходів викликає серйо-

зні труднощі. Статистика аварій відображає лише довгострокові тенденції 

минулого, що знижує її значення для прийняття оперативних заходів. Тому 

необхідно розробляти методи кількісної оцінки впливу окремих чинників на 

безпеку судноводіння.  

Як зазначається в роботі [211], основою таких методів може слугувати 

загальна теорія надійності функціонування складних систем, а основним по-

казником надійності судноводіння запропонована ймовірність відсутності на-

вігаційної аварії протягом певного інтервалу часу. 

Методологічно розв’язання поставленого в дослідженні завдання оціню-

вання й підвищення надійності судноводіння можливе двома принципами – 

методом статистичних гіпотез та методом модельних гіпотез. Використання 

методу статистичних гіпотез дозволяє тільки констатувати статистичні харак-

теристики надійності судноводіння і, в кращому випадку, за допомогою ре-

гресійного аналізу встановити стохастичний вплив істотних чинників на ха-

рактеристики надійності на минулому інтервалі часу статистичних спостере-

жень. Тому отримані результати не можуть бути використані для прогнозу 

безпеки судноводіння. Зазначений недолік може бути подоланий 

розв’язанням поставленого завдання методом модельних гіпотез. Для цього 

слід розробити математичну модель, яка визначає аналітичні залежності на-
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дійності судноводіння від суттєвих чинників. Покажемо концепцію форму-

вання математичної моделі оцінювання й підвищення надійності судноводін-

ня. 

Аварії кораблів виникають унаслідок посадок на мілину й навалів через 

позиційні помилки, зіткнення суден, а також посадки на мілину та навали че-

рез похибки керування. 

Слід зазначити, що на аварійність суден також впливає людський фак-

тор, підходи до аналітичного врахування якого розглянуто в роботі [223], де 

пропонується процедура оцінки ефективності суднових ергатичних функцій. 

Так як вивчення людського чинника має особливу специфіку і потребує 

окремого дослідження, то в даній роботі його розглядати не будемо.  

Тому аварійність суден доцільно характеризувати потоком аварійних 

подій за кожною із зазначених причин. Згадані три потоки аварійних подій є 

незалежними й в першому наближенні їх можна розглядати, як найпростіші 

(стаціонарні пуасонівські) потоки. Тому їх сумарний потік також можна вва-

жати найпростішим. 

Оскільки найпростіший потік має властивості стаціонарності, ординар-

ности та є потоком без післядії, то число аварійних подій сумарного потоку, 

що виникають протягом інтервалу часу, розподілено за законом Пуассона з 

математичним сподіванням [211]:  

 

τλa   , 

 

де λ  – інтенсивність сумарного потоку, яка дорівнює середньому числу 

аварійних подій, що виникають в одиницю часу. 

Основною характеристикою безпеки судноводіння є ймовірність безава-

рійного плавання )τ(Pb , яка є ймовірністю відсутності аварійної події протя-

гом інтервалу часу τ . Імовірність того, що за час τ  відбудеться рівно n ава-

рійних подій при їх розподілі за законом Пуассона, дорівнює [211]: 
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τλ
n

n
Σe

!n
)τλ()τ(P  . 

 

Вираз ймовірності безаварійного плавання )τ(Pb  отримаємо, приймаючи 

в попередньому виразі значення n = 0. Отже: 

 

τλ
0

0b e
!0
)τλ()τ(P)τ(P  , 

або 
τλ

b e)τ(P  . 

 

Проміжок часу t між двома послідовними довільними аварійними подія-

ми в найпростішому сумарному потоці, тобто час безаварійного плавання ро-

зподілено за експонентним законом зі щільністю розподілу: 

 
tλeλf(t) 

 . 

 

Математичне сподівання часу безаварійного плавання M(T)  і його дис-

персія D(T)  визначаються виразами [211]: 

 




λ
1M(t) , 2λ

1D(t)


 .  

 

Інтенсивність сумарного потоку λ  виражається формулою: 

 

321 λλλλ  , 

 

де 1λ  – інтенсивність аварійних подій з причини посадок на мілину й навали 
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через позиційні помилки; 

2λ  – інтенсивність аварійних подій з причини зіткнень суден; 

3λ  – інтенсивність аварійних подій з причини посадок на мілину й навали 

через похибки керування. 

Інтенсивності 1λ , 2λ  і 3λ  можуть бути визначені за статистичними да-

ними або оцінені за допомогою математичних моделей. Для виявлення чин-

ників, що впливають на ймовірність безаварійного плавання, і розробки за-

ходів щодо забезпечення необхідного рівня безпеки судноводіння слід розро-

бити математичні моделі для оцінки інтенсивностей 1λ , 2λ  і 3λ . 

У цій главі розглянемо математичну модель для оцінювання інтенсивно-

сті 1λ , основною причиною якої є векторіальні позиційні похибки. У роботі 

[2] розглянуто процедуру оцінки ймовірності безаварійного плавання судна 

bP  в стиснених умовах за обраним маршрутом, який залежить від основних 

істотних чинників: характеристики обмеженості допустимої зони плавання; 

характеристик точності, що забезпечується системою навігаційного облад-

нання, що виражаються в параметрах функції двовимірного розподілу векто-

ріальної позиційної похибки; вибору програмної траєкторії в допустимій зоні 

плавання, що впливає на співвідношення нормальних відстаней до межі без-

печної зони, і довжини програмної траєкторії.  

Таким чином, кожне проведення судна за маршрутом в стиснених умо-

вах пов'язана з ймовірністю виникнення аварії bP-1 . Тому число 1a  можли-

вих посадок суден на мілину через вплив позиційних помилок за інтервал ча-

су τ  залежить від частоти потрапляння судна в стиснені води q:  

 

)qτP-1(τλa bm11  , 

 

де bmP  – усереднене значення ймовірності безаварійного плавання судна bP  в 

стиснених умовах. 
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З останнього виразу випливає:  

 

)qP-1(λ bm1  , 

 

причому частоту q в першому наближенні можна оцінити відношенням сере-

днього часу перебування суден в стиснених водах mT  до середнього експлуа-

таційного періоду eT  протягом року. У середньому морські судна в стиснених 

водах знаходяться близько 20% експлуатаційного часу. 

Отже, остаточно можна прийняти: 

 

)P-1(2,0λ bm1  . 

 

Очевидно, зниження інтенсивності 1λ  можливо зменшенням усередненої 

ймовірності bmP  шляхом вибору необхідних значень істотних параметрів, від 

яких залежить величина bmP . 

Число 3a  можливих посадок суден на мілину через похибки керування:  

 

)qτP-1(τλa bc33  , 

 

де bcP  – усереднене значення ймовірності безаварійного плавання через по-

хибки керування. 

Тому  

q)P-1(λ bc3  . 

 

Інтенсивність 2λ  аварійних подій з причини зіткнень суден значною мі-

рою залежить від людського чиннику й розробка способу оцінювання інтен-

сивності 2λ  є окремим дослідженням, яке в даній роботі не розглядається.  
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3.2. Апріорна оцінка ймовірності безпечного проведення судна стислим 

маршрутом з використанням двовимірної щільності позиційної по-

хибки 

 

Розробимо математичну модель визначення ймовірності безаварійного 

плавання судна bP  за обраним маршрутом з відомими характеристиками й за-

даною двовимірною щільністю розподілу позиційної похибки w),(f t  . Як 

ймовірність bP  доцільно використовувати апріорну ймовірність безпечного 

проведення судна за обраним маршрутом. 

Як зазначається в роботі [207], в умовах зовнішніх збурень застосовуєть-

ся спосіб коригуючого водіння за обсерваціями, тобто в дискретні моменти 

часу визначаються обсервовані координати судна.   

Дійсна позиція судна в момент часу t описується вектором x (t) в системі 

координат О tΔ tΔw , початок якої знаходиться в програмній точці, а вісі є 

паралельними осям географічної системи координат. Інтервал протягом якого 

судно прямує з незмінними параметрами руху, тобто інтервал між обсерваці-

ями t приймемо постійним. Відхилення судна від програмної (визначенної) 

точки обусловлене зовнішніми збуреннями і  похибками керування.  

Обсервація дозволяє отримати оцінку θ (t) вектора x (t), яка є оцінкою 

зносу судна, в момент часу t. Зазначене знесення компенсується до моменту 

часу t+t за інтервал часу t керуючим впливом судна u (t), вибір якого про-

водиться таким чином, щоб запобігти появі знесення судна в момент часу 

t+t. Вектор t)(tx  ,  що характеризує дійсну позицію судна в момент часу 

t+t розглядаємо в системі координат О 1Δ 1Δw , відповідно вектор 

t)(tx  j , який характеризує істину позицію судна в момент часу tt  j  роз-

глядаємо в системі координат О jΔ jΔw . Вектор t)(tx  j  (j=0,1,2...) можна 

подати так 

                      x (t + jt) = ox (t+ jt)+  (t+jt)+ (t+jt)+ (t+jt),              (3.1) 
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де ox (t+ jt) – програмна позиція судна;  (t+jt),  (t+jt),  (t+jt) – відпо-

відно похибка обсервації, похибка у врахуванні впливу зовнішнього збурення 

)(tz  і похибка приладів обчислення. 

 

 
Із подання (3.1) випливає, що вектор 











)(
)(

)()()()( o ty
tx

tjtxtjtxtjtrtr
j

j
j  

є випадковою двовимірною величиною, яка є векторіальною позиційною по-

хибкою, а послідовність значень )()( tjtrtr j   (j=0,1,2,3,...) можна розгля-

дати виродженим випадковим процесом (випадковою послідовністю), який 

описує зміну в часі похибки програмної траєкторії. Виродженим цей процес 

будемо вважати тому, що значення траєкторної похибки в кожний момент ча-

су не залежить одна від одної і визначається окремо для кожного моменту ча-

су, і отже не потребує побудови матриці переходу випадкового стану. Що до-

зволяє використовувати фізичну модель процесу. 

Послідовність коваріаційних матриць для послідовності траєкторних по-

хибок )(tr j  (j=0,1,2,3,...) подамо так 

 )( tjtKtp  

 ])])([)()])(([)([( TtjtxMtjtxtjtxMtjtxM  

)()()( tjtKtjtKtjtK prz  ,              

де )( ),( ),( tjtKtjtKtjtK prz   – відповідно коваріаційні матриці по-

хибок обсервації, зовнішніх збурень і похибок приладів числення.  

Розглянемо  коваріаційну матрицю похибок обсервації 











 2

2

)(
yxy

xyx
j tjtKK




 

yxxyjjxy ktytx   ))(),(cov( , 
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де yx   ,  – середньо квадратичні відхилення, xy  – кореліаційний момент; 

xyk  – коефіцієнт кореляції.  

Для останньої введемо поняття норми (або сліду): 

 

xyyxj tjtKK  2)( 22   

 

Очевидно навігаційна безпека судноводіння зростає при зменшенні нор-

ми матриці коваріаційної матриці: 

 

                                               0)(  tjtKK j ,                              (3.2) 

 

а забезпечення належного рівня безпеки судноводіння вимагає вивчення чин-

ників, що впливають на величину елементів кожної з розглянутих матриць і 

пошуку можливих шляхів формування бажаних значень чинників, що впли-

вають на навігаційну безпеку судноводіння. 

Очевидно, вибір обсервованої точки під час визначення місця судна за 

двома лініями положення однозначний, проте ситуація змінюється, якщо міс-

це судна визначається за більшою кількістю ліній положення. На рис. 3.1 по-

казаний випадок визначення місця судна за трьома лініями положення, коли є 

одна надлишкова лінія положення. При відсутності похибок 1ξ , 2ξ  і 3ξ  лінії 

1-1, 2-2 і 3-3 перетинаються в одній точці, якою є справжнє місце судна 1M . 

Наявність похибок ліній положення 1ξ , 2ξ  і 3ξ  веде до того, що лінії поло-

ження 1ЛП , 2ЛП  і 3ЛП  перетинаються в різних точках 12M , 13M  і 23M .  

Отже, вибір обсервованого місця судна повинен відповідати певному 

критерію точності. Точність визначення місця судна залежить від значень ве-

личин послідовності векторіальних похибок 0,1,2,3,...{ ( )}j jr r t   тому, з огляду 

на її випадковий характер, за наявності надлишкових ліній положення обсер-

вовану точку 2M M слід вибирати таким чином, щоб норма коваріаційної мат-
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риці )( tjtK   векторіальної похибки приймала мінімальне значення:  

 

)(min tjtK  . 

 

 
Рис. 3.1. Визначення місця судна за трьома ЛП  

Послідовність випадкових векторів 0,1,2,3,...{ ( )}j jr r t   характеризується 

послідовністю двовимірних щільністей розподілу  

                                           ),),(( jjjj Kmtrff  ,                                   (3.3) 

де параметри: 









][
][

][
j

j
jj yM

xM
rMm  і jK  – відповідно вектор математичних 

сподівань і коваріаційна матриця для вектора )(trj . Параметри щільностей 

розподілів jf  визначаються за допомогою обробки експериментальних да-

них. 

Слід відмітити, що так як траєкторні похибки 0,1,2,3,...{ ( )}j jr r t   є відхилення-

ми від програмної траєкторії, то слід покласти: 0jm . 
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Другим істотним чинником, який впливає на безпеку мореплавства, по-

ряд з коваріаційною матрицею обсервації є стислість району плавання, який 

доцільно формалізувати за допомогою безпечної області D плавання судна. 

Безпечну ділянку D розіб’ємо на підобласті, які прив’язані до систем ко-

ординат О jΔ jΔw  з центрами на програмній траєкторії: 

jDD  ,  

де підобласті tjtj DD   прив’язані до моменту часу tjt  , (j=0,1,2,3,...,r)),  

(рис. 3.2).  

 

 
 

Рис. 3.2. Формалізація безпечної ділянки 

 

Похибка траєкторного управління судном в будь-який момент часу 

tjt   характеризує дійсну позицію судна в системі координат О jΔ jΔw , 
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причому послідовність цих похибок в часі 0,1,2,3,...{ ( )}j jr r t   є сімейством не-

залежних випадкових векторів з відомими щільностями розподілу (3.3) із ви-

значеними параметрами jj Km  , . Загальну щільність такого виродженого сто-

хастичного процесу можна подати так  

                                     



n

j
jjj Kmtrfrf

1
),),(()( .                              (3.4) 

 

При цьому спільну функцію розподілу запишемо у вигляді 

 

))(,...,)(,)(()()( 1100 nn DtrDtrDtrPDrPrF  = 

 
 

n

j D
jjjj

tjt

dSKmtrf
0

),),(( , 

 

де jdS  диференціал області jD . 

Спільна щільність розподілу (3.4) дозволяє визначити ймовірності реалі-

зації конкретної істинної траєкторії судна відносно програмної на всьому ма-

ршруті прямування.  

Імовірність безпечного плавання є ймовірністю того, що дійсна траєкто-

рія руху судна належить ділянці D, тобто ймовірність того, що кожна точка 

траєкторії руху судна належить безпечній ділянці D. Оскільки рух судна в 

першому наближенні можна описувати лінійною моделлю, то траєкторія його 

руху є сукупністю n послідовних лінійних ділянок, кожен f з яких – перемі-

щення судна за інтервал часу t між послідовними моментами корекції пара-

метрів його руху. 

Імовірність реалізації конкретної ділянки траєкторії будемо визначати 

добутком ймовірностей в його кінцевих точок, заданих в суміжних системах 

координат О jΔ jΔw  і О 1jΔ  1jΔw  . Будемо вважати, що ймовірність в кож-

ній точці дорівнюють значенням щільності розподілу ),),(( jjj Kmtrf  і 
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),),(( 111  jjj Kmtrf  зазначених кінцевих точках (рис. 3.3), Таким чином, бу-

демо вважати, що ймовірність реалізації ділянки траєкторії, від точки 

( jΔ , jΔw ) до точки ( 1jΔ  , 1jΔw  ) дорівнює добутку 

 

),),((),),(( 1111,   jjjjjjjj KmtrfKmtrfP . 

 

Аналогічно, ймовірність реалізації траєкторії, що проходить через точки  

( 0Δ , 0Δw ),( 1Δ , 1Δw ),...,( nΔ , nΔw ) і належить ділянці D, знайдемо так 





n

j
jjjn KmtrfP

1
,...,1,0 ),),(( . 

 

 
 

Рис. 3.3. Імовірність реалізації ділянки траєкторії 

 

У свою чергу, ймовірність безпечного плавання є ймовірністю того, що 

траєкторія руху судна належить області D, тобто ймовірність того, що кожна 

точка траєкторії руху судна належить безпечній області D.  

Оскільки рух судна для даної завдання можна описувати лінійною мо-

деллю, то траєкторія його руху є сукупністю n послідовних лінійних ділянок, 
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кожна з яких – переміщення судна за інтервал часу t між послідовними мо-

ментами корекції параметрів його руху. 

Тому ймовірність того, що вся траєкторія руху судна належить області D, 

є ймовірністю того, що всі ділянки траєкторії руху судна одночасно належать 

області D: 

 
 


n

j D
jjjjbn

tjt

dSKmtrfDrPP
0

),),(()( . 

 

Таким чином, ймовірність безпечного плавання Р b n bn  визначається типом 

щільності розподілу ),),(( jjj Kmtrf , параметрами розподілу jj Km ,  позицій-

ної помилки траєкторного керування судном, ділянкою безпечного плавання 

D і положенням в ній програмної траєкторії, а також числом ділянок траєкто-

рії, яке визначається періодом часу t. 

Логарифмуємо отримане рівняння: 

 



k

0i
),),((ln

bn
lnP

jD
jjjj dSKmtrf , 

або 

}),),((lnexp{P
k

0ibn  



jD

jjjj dSKmtrf , 

де n – ціла частина відношення s/(V mt); s – довжина програмної траєкторії; 

     V m  – середня швидкість руху судна за програмною траєкторією. 

 Пропонований спосіб оцінки ймовірності безаварійного плавання судна 

вимагає розв’язання завдання з використанням двовимірної щільності розпо-

ділу ймовірностей векторіальної похибки й багаторазовою її інтеграцією в 

межах безпечної ділянки D, які мають складну форму. Тому практична реалі-

зація даного аналітичного способу оцінки ймовірності bP  є досить складною 

й трудомісткою. 

За допомогою розробленої комп'ютерної програми для оцінки ймовір-



 100 

ності безаварійного плавання судна bnP  розглянутим способом виконувалося 

імітаційне моделювання, у результаті якого генерувалися випадкові траєкторії 

руху судна відносно програмної. Для цього відносно кожної обсервованої то-

чки випадковим чином формується векторіальна похибка, яка підкоряється 

закону розподілення Гаусу із заданим с. к. в. і нульовим математичним споді-

ванням. Вона визначає справжнє місце судна, а з'єднання всіх таких точок дає 

реалізацію випадкової траєкторії. Програмою генерується 1000 таких траєк-

торій і перевіряється належність кожної з них до припустимої ділянки безпе-

чного плавання D , як показано на рис. 3.4. Частка траєкторій, що належать 

ділянці D , саме й визначає ймовірність bnP , яка відображається на інформа-

ційному табло. На рис. 3.4 показана ситуація безпечного плавання судна в 

стиснених водах, коректний вибір програмної траєкторії, припустиме значен-

ня с. к. в. і відносна стисненість припустимої ділянки плавання забезпечують 

значення bnP = 1,000.  

 

 
 

Рис. 3.4. Ситуація безпечного плавання судна у стиснених водах 
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На рис. 3.5 наведена ситуація з неприпустимо низькою ймовірністю 

0,490bnP  , загрожує посадкою судна на мілину. Причиною такої низької 

ймовірності є несиметричне розташування програмної траєкторії руху відно-

сно меж безпечної ділянки плавання й велика стисненість ділянки відносно 

с.к.в. позиційної векторіальної похибки. Ймовірність bnP  можна підвищити, 

якщо програмну траєкторію руху судна представити кількома ділянками, які 

мають симетричне розташування в допустимій ділянці плавання, та/або під-

вищити точність обсервацій (зменшити с. к. в. векторіальної похибки).  

 

 
 

Рис. 3.5. Плавання судна з неприпустимою ймовірністю bnP   
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3.3. Метод визначення ймовірності безпечного плавання в стиснених ра-

йонах за допомогою одновимірної щільності розподілу похибки бі-

чного відхилення судна 

 

Як зазначалося вище, спосіб оцінювання ймовірності безпечного пла-

вання із застосуванням двовимірної щільності розподілу позиційної векторіа-

льної похибки з урахуванням формалізованої безпечної ділянки плавання, за-

даної на площині, є досить складним. 

Тому розглянемо альтернативний спосіб визначення апріорної ймовірно-

сті bP , розглядаючи завдачу в рамках одновимірного простору з використан-

ням одновимірної щільності похибки бічного відхилення судна відносно про-

грамної траєкторії руху. У запропонованій моделі вважаємо, що допустима 

область безпечного плавання D  задана аналітичним описом її правої 

Y)(X,Gst  і лівої )Y(X,Gpt  меж у вигляді двовимірних масивів. Також задана 

програмна траєкторія руху судна Y)(X,Trpr , кожна точка якої характеризуєть-

ся парою нормальних відстаней до правої і лівої меж безпечної ділянки D . Ці 

відстані позначені відповідно Y)(X,Lst  і Y)(X,Lpt , враховуючи, що 

Y)(X,TrY)(X, pr .  

У Додатку А наведено вивід аналітичного виразу для оцінювання ймові-

рності P  безпечного плавання стисненим маршрутом в разі альтернативної 

одновимірної моделі, яке має наступний вигляд: 

 

 }{ db}dδ)]δ
2
bF()δ

2
bF()[b,δ(γφ(b)ln{sexpP

bmax

bmin
bbbb

δbimax

δbimin
  ,  (3.5) 

 

У якому прийняті наступні позначення: 

s – довжина програмної траєкторії; 

minb  і maxb  – відповідно мінімальне й максимальне значення ширини b  
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допустимої ділянки; 

φ(b)  – розподілом частот за значеннями ширини b  допустимої ділянки; 

bmaxiδ  і bminiδ  – відповідно максимальне й мінімальне значення зміщення 

bδ  програмної траєкторії руху судна; 

( bδ , b ) – безумовний розподіл частот виникнення зміщення bδ  в залеж-

ності від значення ширини b  допустимої ділянки; 

F  – функція розподілу ймовірностей похибки бічного відхилення.  

Аналіз отриманого виразу показує, що на величину ймовірності P впли-

вають такі некеровані чинники, як довжина програмної траєкторії руху судна 

s і розподіл частот повторення значень ширини допустимої ділянки ( b ). Хо-

ча класифікація даних параметрів, як некерованих є певною мірою умовною, 

оскільки рішення розширити або подовжити допустиму ділянку безпечного 

плавання переводить згадані параметри до множини керованих параметрів. 

Однак в подальшому будемо вважати, що допустима область безпечного пла-

вання суден D  є незмінною й параметри s і ( b ) є некерованими. 

Характеристика зміщення програмної траєкторії відносно осьової лінії 

допустимої ділянки ( bδ , b ) є керованою характеристикою, оскільки орієнта-

ція програмної траєкторії руху судна prTr (X,Y) виконується при її попередній 

прокладці. 

Аналіз виразу (3.5) показує, що істотним чинником є точність визначення 

місця судна щодо програмної траєкторії руху, яка визначає щільність і функ-

цію F(x) розподілу бокового відхилення судна. Даний істотний чинник зале-

жить від структури й розміщення компонентів системи навігаційного облад-

нання. 

Оскільки щільність розподілу ймовірностей f(x) випадкового бічного від-

хилення 
b

  підпорядковується певному закону, то слід обговорити це питан-

ня більш детально. 

Відомо, що похибки навігаційних вимірювань розподілені за нормаль-
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ним законом [211]. Однак останні дослідження [133,134] показують, що зако-

ни розподілу випадкових похибок можуть відрізняться від нормального. Тому 

в роботі [140] пропонуються інші підходи до опису законів розподілу ймовір-

ностей похибок навігаційних вимірювань, з урахуванням того, що криві 

щільності розподілу ймовірностей є унімодальними й симетричними віднос-

но математичного очікування. 

Основним підходом альтернативного опису випадкових похибок є опис 

змішаних розподілів ймовірностей [133,135]. У роботі [133] показано, що за-

кон розподілу Лапласа належить змішаним законам, щільність якого виража-

ється в явному вигляді. Як показано в роботі [140], в якості змішаних законів 

розподілу пропонуються криві щільності розподілу ймовірностей Пірсона че-

твертого й сьомого типів, щільності розподілу яких відповідають вимогам 

змішаних розподілів. 

Другий підхід опису законів розподілу похибок навігаційних вимірювань 

полягає у використанні моделі формування узагальненого закону розподілу 

Пуассону [138]. 

Обидва типи розподілів і змішаний, і узагальнений розподіл Пуассона 

мають «обтяжені хвости» та придатні для опису гістограм статистичних да-

них похибок вимірювань навігаційних параметрів.  

Для оцінювання ймовірності безаварійного плавання судна за обраним 

маршрутом більш зручно застосовувати математичну модель з одновимірною 

щільністю розподілу бокового відхилення судна від програмної траєкторії ру-

ху, хоча спочатку відома двовимірна щільність розподілу векторіальної пози-

ційної похибки. Тому слід знайти вираз одновимірної щільності (z)fb  бічного 

відхилення z при заданій двовимірній щільності розподілу ймовірностей по-

зиційної траєкторної похибки y)f(x, . 

При визначенні місця положення судна за трьома і більше лініями поло-

жень похибки обсервації координат будуть залежними випадковими величи-

нами [133], з нормальним законом розподілу. Щільність якого, враховуючи рі-
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вність: 0m j  подамо так  [211,133]: 
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В цьому випадку рівняння еліпса похибок не буде мати канонічний вид, 

що затрудняє оцінку похибок обсервації. В роботах [211,133], для вирішення 

цієї проблеми застосовані методи аналітичної геометрії, а саме метод поворо-

ту осей координат. Зокрема, отримано рівняння для визначення кута повороту 

осей координат 

2
y

2
x

yxxy

σσ

2
γ2tg




k
 

 

і вирази для дисперсій в новій системі координат ),(  : 

 


22

yyxxy
22

x
2 sinσ2sincosσ  k , 


22

yyxxy
22

x
2 cosσ2sinsinσ  k .      

 

Цю ж задачу можна розв’язати, привівши коваріаційну матрицю jK діа-

гонального виду [212]: 
TGG *

jj KK  , 

де 









2

1*
j 0

0
K




, 1 , 2  – власні числа матриці jK ; 2
kj}{gG  перетворююча 

матриця [212], елементи якої подамо так 
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Власні числа 1 , 2  є одночасно дисперсіями для нових незалежних ви-

падкових величин   , , тобто 2
1   , 2

2   . Крім того, для 1 , 2 справед-

ливі також подання  
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Щільність розподілу випадковихвеличин   ,  буде мати вигляд  
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Коваріційну матрицю подамо так 











 2

2
*
j σ0

0σ
K


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Норма останньої запишемо так 

 
22*

j σσK   . 

 

При такому лінійному перетворенні  

                                               *
jj KminKmin  .                                     (3.6) 

Отже, для досягнення безпечної траєкторії руху необхідно забезпечити 

виконання критерію (3.6). 
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На рис. 3.6 показана залежність похибки бічного відхилення z від скла-

дових x і y векторіальної позиційної помилки, а також курсу судна К. З рис. 

3.6 випливає: 

)
2
πycos(K)

2
πxsin(Kz  ,  

або 

xcosKysinKz  . 

 

У цьому випадку бічне відхилення z також буде підпорядковуватися нор-

мальному закону з параметрами [211]: 

cosKmsinKmm xyz  , 

KsinσKcosσσ 22
y

22
x

2
z  , 

де zm  і 2
zσ  – відповідно математичне сподівання й дисперсія бічного відхи-

лення; 

xm  і ym  – математичні сподівання складових x і y. 

 
Рис. 3.6. Залежність бокового відхилення z від складових x і y 
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Таким чином, вираз для щільності розподілу бокового відхилення набу-

ває наступного вигляду: 

]
2σ

)m(zexp[
σ2π

1(z)f 2
z

2
z

b



z

,  

або 

}
)KsinσKcosσ(2
]cosK)msinK(mz[

exp{
K)sinσKcosπ(σ2

1(z)f 22
y

22
x

2
xy

22
y

22
x

b 





 . 

 

При апріорній оцінці ймовірності безпечного плавання стисненим мар-

шрутом P  можна допускати незалежність складових векторіальної похибки й 

рівність дисперсій складових, тобто 22
y

2
x σσσ  . У цьому випадку:  

  K)sinK(cosKsinσKcosσ 222222
y

22
x    

і, отже 

)
σ2
zexp(

π2
1(z)f 2

2

b 


.     (3.7) 

 

Для оцінки ймовірності безаварійного проведення судна P  вираз (3.5) 

доцільно перетворити до дискретного виду: 

  

}{
b

0i

m

1j
bij

min
bij

min })]δ
2

ibF()δ
2

ib(F[ln{expP
i

 


 






 , 

 

де minmax bbb  ; im  – число значень ширини ib . 

Надалі для стислого району потрібно визначити наступні характеристи-

ки: параметри стислості b , minb , одновимірний масив im  і двовимірний ма-

сив значень зміщення траєкторії bijδ . Для визначення цих характеристик не-

обхідно мати аналітичний опис правої Y)(X,Gst  і лівої )Y(X,Gpt  меж допус-

тимої області безпечного плавання D , а також програмної траєкторії руху су-
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дна Y)(X,Trpr . Будемо задавати межі Y)(X,Gst , )Y(X,Gpt  і програмну траєк-

торію Y)(X,Trpr  у вигляді масивів точок прямокутної системи координат 

XOY (рис. 3.7). Праву межу Y)(X,Gst  представлено масивом точок 

{ siX , siY }, ліву межу )Y(X,Gpt  – масивом точок { piX , piY }, а програмну тра-

єкторію руху Y)(X,Trpr  задано масивом точок { tiX , tiY }. Для розрахунку ха-

рактеристик стисненого району доцільно перетворити масиви точок зламу 

кордонів ділянки D  і програмної траєкторії руху судна в масиви, що містять 

початкову точку, а також довжину й напрямок кожного відрізка між сусідніми 

точками зламу шматково-лінійної апроксимації меж безпечної ділянки  

 
Рис. 3.7. Межі ділянки D  і програмна траєкторія судна 

Y 

X 

p1X , p1Y  

p2X , p2Y  

p3X , p3Y  

p4X , p4Y  

s1X , s1Y  

s2X , s2Y  

s3X , s3Y  

s4X , s4Y  

t1X , t1Y  

t2X , t2Y  

t3X , t3Y  
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плавання або ділянок локсодромії програмної траєкторії. Для програмної тра-

єкторії таке уявлення є природним, тобто }S,K,YX{rT~ iit1,t1pr  , а для меж 

аналогічно }L,β,Y,X{G~ sisis1s1st   і }L,β,Y,X{G~ pipip1p1pt  , причому довжина 

iL  та напрям iβ  i-го відрізка межі виражаються через елементи вихідного ма-

сиву в такий спосіб: 

 

2
i1i

2
i1ii )YY()XX(L   ; 

 























  0,Y 0,X  при ,ψ2π
  

0,Y  при ,ψπ

 0,Y 0,X при ,ψ

β

iii

ii

iii

i  

 

де i1ii XXX  , i1ii YYY  ; 

]/LXarcsin[ ψ iii  .  

У Додатку А розроблена процедура визначення нормальних відстаней 

stiL  і ptiL  протягом всього переходу, яка враховує певні умови. На підставі 

розрахованих нормальних відстаней stiL  і ptiL  проводиться оцінка параметрів 

стисненості й зміщення маршруту. 

Для розрахунку характеристик стисненого району було розроблено ком-

п'ютерну програму, за допомогою якої формувалися вихідні масиви правої 

Y)(X,Gst  і лівої )Y(X,Gpt  меж допустимої ділянки D , а також програмної 

траєкторії руху судна Y)(X,Trpr . 

Розглянемо приклад, в якому масиви меж безпечної ділянки 

Y)(X,Gst , )Y(X,Gpt  і програмної траєкторії Y)(X,Trpr  містять 9 точок зламу, 

а координати цих точок наведені в табл. 3.1. 

Первинні масиви Y)(X,Gst , )Y(X,Gpt  і Y)(X,Trpr  перетворені в модифі-
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ковані stG~ , ptG~  і prrT~ , які представлені в табл. 3.2. 

Межі безпечної ділянки плавання й програмна траєкторія руху судна для 

даного прикладу показані на рис. 3.8. Розрахунок нормальних відстаней ptL  і 

stL  на всьому маршруті плавання виконувався за розробленою процедурою, а 

нормальні відстані показані на рис. 3.9. 

 

Таблиця 3.1. 

Масиви Y)(X,Gst , )Y(X,Gpt  і Y)(X,Trpr  прикладу  

№ ptX  ptY  stX  stY  prX  prY  

1 125 30 40 45 105 55 
2 175 105 80 95 140 175 
3 165 155 110 165 225 260 
4 195 200 115 235 295 330 
5 250 225 175 280 335 335 
6 310 300 230 305 380 345 
7 365 310 275 335 420 320 
8 445 270 405 370 465 305 
9 505 205 510 320 495 285 
 

Таблиця 3.2. 

Модифіковані масиви stG~ , ptG~  і prrT~  прикладу 

№ K ° S pβ ° pL  sβ ° sL  

1 164 125 146 90,1 141 64,0 
2 135 120,2 191 51,0 157 76,2 
3 135 99 146 54,1 176 70,2 
4 97 40,3 114 60,4 127 75,0 
5 103 46,1 141 96,0 114 60,4 
6 58 47,2 100 55,9 124 54,1 
7 72 47,4 63 89,4 105 134,6 
8 56 36,1 43 88,5 65 116,3 
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Рис. 3.8. Безпечна ділянка і програмна траєкторія судна 

 

 
 

Рис. 3.9. Нормальні відстані ptL  і stL  прикладу  
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Діаграма значень нормальних відстаней ptL  і stL  для прикладу, орієнто-

ваних ортогонально відносно програмної траєкторії руху судна, яка показана 

прямою лінією, наведена на рис. 3.10.  

 

 
 

Рис. 3.10. Діаграма нормальних відстаней прикладу 

 

Під час аналізу даного рисунку видно, що нормальні бічні відстані від-

хилень вправо й вліво приблизно симетричні, що свідчить про коректний ви-

бір програмної траєкторії руху судна. За величиною нормальних відстаней 

розраховувалися значення нормальної ширини b , як сума відповідних їх про-

тилежних значень, а також обчислювалося зміщення bδ , що характеризує від-

хилення траєкторії судна від середини ширини. 

На рис. 3.11 показано розподіл ширини b  і зміщення bδ  на маршруті 

плавання відносно центральної лінії. З наведеного рисунку випливає, що 

зміщення вправо й вліво нівелюють одне одного. Нормальні широти розподі-

ляли по 8 розрядів, причому ширина розряду визначалася як різниця між мі-
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німальним і максимальним значенням ширини, яка дорівнює 44, поділена на 

число розрядів, що склало 5,5.  

 

 
 

Рис. 3.11. Розподіл ширини й зміщення прикладу 

 

Шляхом ділення числа значень ширини кожного розряду на загальне чи-

сло значень ширини отримували частоту розподілу значень ширини за розря-

дами, як показано на рис. 3.12. Для визначення частот нормальної ширини рі-

зниця, що дорівнює 135, розділили на розряди, кожен довжиною 16,9. Потім 

число значень ширини кожного розряду розділяли на загальне число значень 

– і отримали частоту розподілу значень ширини за розрядами, що показано на 

рис. 3.12.  
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Рис. 3.12. Розподіл частот ширини для прикладу 

 

Таким чином, отриманий спосіб формалізації спільного розташування 

меж ділянки безпечного плавання й програмної траєкторії руху судна в ній, за 

допомогою якого розраховується розподіл частот нормальної ширини та ма-

сиву зміщень судна відносно траєкторії. 

 

3.4. Вплив закону розподілу похибки бічного відхилення на ймовірність 

безпечного проходження судном стисненого маршруту 

 

Окрім нормального розподілу (3.6) похибки бічного відхилення z можуть 

підкорятися змішаним законам першого й другого типу [140]. Щільність роз-

поділу похибок бічного відхилення при змішаному законі першого типу має 

такий вигляд: 
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Якщо ж похибки бічного відхилення розподілені за змішаним законом 

другого типу, то щільність їх розподілу )(2 xf  і другий центральний момент 

(дисперсія) 2  мають вигляд: 
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причому дисперсія 
n


 2 . 

Для оцінки ймовірності безаварійного проведення судна P  в допустимій 

ділянці за допомогою формули (3.5) необхідно розраховувати значення виразу 

)δ
2
bF()δ

2
bF( bb  , для чого слід мати можливість обчислювати функції ро-

зподілу нормального закону й змішаних законів обох типів. Для нормального 

закону функція розподілу не виражається в елементарних функціях. У роботі 

[211] показано, що значення функції розподілу нормального закону може бу-

ти отримано за допомогою функції Лапласу  

 

 
x

t dtex
0

22)(


, 

 

яка представлена в табличному вигляді. Функція розподілу змішаного розпо-

ділу першого типу )(1 xF n  може бути отримана за допомогою виразу для гус-

тини розподілу )(1 xf : 
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 В роботі [140] отримано вираз функції розподілу змішаного закону пер-

шого типу, який має вигляд: 
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Аналогічно для змішаного закону другого типу:  
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Вираз функції розподілу для змішаного закону розподілу другого виду в 

явному вигляді наведено в роботі [140] і має такий вигляд: 
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Користуватися для розрахунку наведеними виразами функції розподілу 

незручно через їхню громіздкість. Тому в роботі розрахунок функцій розподі-

лу проводився чисельним інтегруванням щільності розподілу методом Сімп-

сона. 

За розробленим алгоритмом розрахунку ймовірності безпечного прохо-

дження стисненої ділянки була написана комп'ютерна програма, в якій крім 

точного розрахунку ймовірності безаварійного проведення судна P  за форму-
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лою (3.5) проводився розрахунок ймовірності P  за наближеною формулою, 

що враховує середні значення нормальної ширини mb  і зміщення bmδ , при-

чому наближена оцінка позначена прP : 

 

 ss dxxfdxxf ])δ(2[])δ([P
/2b

0
bm

/2b

/2b
bmпр

mm

m

 


. (3.8) 

 

Для оцінки впливу закону розподілу ймовірностей похибки бічного від-

хилення для одного й того ж маршруту розраховувалися ймовірності P  та прP  

для нормального закону, а також змішаних законів першого й другого типів. 

Був проведений аналіз безпеки плавання маршрутом, який розглядався як 

приклад та показаний на рис. 3.8, а розподіл його нормальної ширини – на 

рис. 3.13. Для різних законів розподілу похибки бічного відхилення за допо-

могою комп'ютерної програми отримані значення точної і наближеної ймові-

рності безпечного проходження маршруту. 

У програмі передбачено введення масивів точок, які характеризують 

праву й ліву межі безпечної ділянки плавання, а також програмну траєкторію 

руху судна. Для розрахунку значень точної і наближеної ймовірності безпеч-

ного проходження маршруту слід вибрати закон розподілу похибки бічного 

відхилення та ввести значення її дисперсії. Якщо обраний змішаний закон ро-

зподілу, то слід вибрати його істотний параметр. 

У Додатку А.3 здійснено розрахунок ймовірності безпечного плавання 

судна розглянутим маршрутом для різних законів розподілу похибки. У ре-

зультаті розрахунків виявилося, що значення ймовірностей для даного марш-

руту й точності проведення не задовольняють вимогам безпеки судноводіння. 

У цьому ж Додатку проведений аналіз необхідної точності визначення бічно-

го відхилення, за якої ймовірність безпечного проведення судна не повинна 

бути менше 0,999 для розглянутого в прикладі маршруту в разі розподілу по-

хибок бічного відхилення за трьома згаданими законами розподілу.  
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Рис. 3.13. Розподіл нормальної ширини маршруту 

 

Для дослідження впливу закону розподілу похибок бічного відхилення й 

точності їх визначення на ймовірність безпечного проведення судна маршру-

том були проведені розрахунки ймовірності P  змішаних законів обох типів з 

різними істотними параметрами n і значеннями σ від 20 до 50. Результати ро-

зрахунку ймовірності P  для маршруту розглянутого прикладу представлені в 

табл. 3.3. 

З табл. 3.3 випливає, що при значеннях 20σ   під час плавання маршру-

том незалежно від закону розподілу похибки бічного відхилення ймовірність 

0,999P   взагалі не досягається. Аналіз табл. 3.3 показує, що ймовірність P  

зменшується з ростом σ, а при незмінному значенні σ збільшується з ростом 

значення істотного параметру 1n  змішаного закону розподілу першого типу 

та істотного параметру 2n  змішаного закону розподілу другого типу. 
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Таблиця 3.3. 

Залежність ймовірності P  для маршруту 

Закон σ=20 σ=30 σ=40 σ=50 

1-й тип 1n =1 0,7962 0,6682 0,5491 0,4446 

2-й тип 2n =1 0,8429 0,7100 0,5772 0,4570 

1-й тип 1n =2 0,8761 0,7477 0,6115 0,4843 

2-й тип 2n =2 0,8966 0,7732 0,6367 0,5069 

1-й тип 1n =3 0,9098 0,7906 0,6545 0,5221 

2-й тип 2n =3 0,9189 0,8030 0,6675 0,5349 

1-й тип 1n =4 0,9255 0,8121 0,6772 0,5430 

2-й тип 2n =4 0,9305 0,8191 0,6847 0,5500 

1-й тип 1n =5 0,9344 0,8247 0,6906 0,5555 

2-й тип 2n =5 0,9375 0,8292 0,6954 0,5601 

1-й тип 1n =6 0,9400 0,8329 0,6994 0,5638 

 

Проведемо порівняльну характеристику двовимірної й одновимірної мо-

делей оцінки ймовірності безпечного проведення судна заданим маршрутом 

за допомогою імітаційного моделювання. Раніше були розглянуті дві альтер-

нативні моделі оцінки ймовірності безпечного проведення судна заданим сти-

сненим маршрутом. Причому в першій моделі використана двовимірна щіль-

ність розподілу ймовірностей векторіальної похибки й двовимірні масиви 

шматково-лінійної апроксимації меж безпечної ділянки плавання. Одновимі-

рна щільність похибки бічного відхилення й одновимірні масиви нормальної 

ширини та зміщення застосовувалися в другій моделі. Для одного й того ж 

маршруту плавання, що містить межі безпечної ділянки плавання та програ-

мну траєкторію руху судна, проводився розрахунок ймовірності безпечного 

проведення судна заданим маршрутом за обома моделями й отримані резуль-

тати порівнювалися. Імовірність, отриману за моделлю одновимірної щільно-
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сті, позначимо через 1P , а за моделлю двовимірної щільності – через 2P .  

За допомогою комп'ютерної програми формувалися п'ять варіантів стис-

неного маршруту плавання судна, для чого вводилися масиви меж ділянки 

безпечного плавання й програмна траєкторія плавання судна, вибиралося 

значення с. к. в. та приймалося, що похибки підпорядковуються нормальному 

закону розподілу. Потім проводився розрахунок оцінки ймовірності 2P  безпе-

чного проведення судна стисненим маршрутом. Далі за допомогою комп'юте-

рної програми, розглянутої раніше, були визначені одномірні характеристики 

кожного з маршрутів, до яких належать його стисненість і зміщеність про-

грамної траєкторії, які дозволили зробити точну оцінку ймовірності безпеч-

ного плавання 1P  за одновимірною моделлю. 

У Додатку А.4 наведені результати імітаційного моделювання оцінки 

ймовірності безпечного проведення судна за всіма п'ятьма маршрутами за до-

помогою обох моделей, причому отримані результати представлені в табл. 

3.4.  

Таблиця 3.4 

Результати оцінки ймовірності безпечного проведення судна 

Маршрут 1 2 3 4 5 

1P  0,487 0,543 0,9818 0,9179 0,8149 

2P  0,484 0546 0,982 0,916 0,817 

δP  (%) 0,6 0,5 0,02 0,2 0,3 

 

Середня відносна різниця між оцінками ймовірності проведення судна за 

обома моделями, як випливає з табл. 3.4, становить 0,3%, що підтверджує 

правомірність оцінки ймовірності проведення судна за стисненим маршрутом 

моделлю із застосуванням одновимірної щільності розподілу похибки бічного 

відхилення. 
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З урахуванням отриманого результату для оцінки ймовірності безпечного 

проведення судна стисненим маршрутом при попередньому опрацюванні 

рейсу доцільно скористатися одновимірної моделлю. Враховуючи, що похиб-

ка бічного відхилення може підпорядковуватися одному з трьох законів роз-

поділу (нормальному або змішаним законам), слід розрахувати максимальну 

ймовірність безпечного проведення для кожного з законів розподілу похибки 

бічного відхилення, для чого вибирається найбільш безпечна програмна тра-

єкторія руху судна й максимально доступна точність проведення. Потім з 

трьох отриманих значень необхідно вибрати мінімальне значення ймовірності 

безпечного проведення, за яким приймати рішення про можливість безпечно-

го проведення судна за аналізованим стисненим маршрутом. 

 

 

3.5. Формування стислого маршруту за допомогою електронної карти 

 

Як раніше зазначалося, для практичного застосування запропонованого 

способу оцінки ймовірності безпечного проведення судна необхідно форму-

вати реальний маршрут проведення судна в стисненому районі плавання, для 

чого потрібне застосування електронних карт. Тому в імітаційній комп'ютер-

ній програмі передбачений вибір і виведення електронних карт.  

На рис. 3.14 показано, що для формування маршруту обрана електронна 

карта 3605 і після її завантаження обрана ділянка електронної карти, що міс-

тить стиснений район плавання, де необхідно вибрати маршрут плавання су-

дна й оцінити ймовірність безпечного проведення ним судна.  

Відмінною особливістю передбачуваного маршруту проведення є його 

прямолінійні межі й єдина ділянка програмної траєкторії руху судна, симет-

рично розташована відносно меж маршруту.  
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Рис. 3.14. Стисла ділянка плавання 

 

За допомогою програмних засобів на електронну карту накладаються 

спочатку ліва межа безпечної ділянки плавання, потім – права межа. На за-

кінчення наноситься програмна траєкторія руху судна, яка є рівновіддаленою 

від меж ділянки безпечного плавання й збігається з рекомендованою підхід-

ною траєкторією, як показано на рис. 3.15. 

По завершенню формування маршруту проведення судна на екран моні-

тора виводиться його зображення й програмою проводиться розрахунок нор-

мальних відстаней від програмної траєкторії руху судна до меж безпечної ді-

лянки плавання. Розрахований масив нормальних бічних відстаней в графіч-

ному вигляді виводиться по довжині програмної траєкторії руху судна, як по-

казано на рис. 3.16.  
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Рис. 3.15. Завершення введення параметрів стисненого маршруту 

 

 
 

Рис. 3.16. Масив нормальних відстаней довжиною маршруту 
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Надалі проводилося оцінювання значення ймовірності безпечного про-

ведення судна даним маршрутом залежно від закону розподілу ймовірностей 

похибки бічного відхилення й точності контролю місця судна. На рис. 3.17 

наведена інформація за визначенням ймовірності безаварійного проведення 

судна в разі розподілу похибки бічного відхилення за законом Гаусу з σ=5, з 

якої випливає, що її значення дорівнює 0,9393. У разі розподілу похибки біч-

ного відхилення за змішаними законами ймовірність безаварійного проведен-

ня судна зменшується і є мінімальною при змішаному законі другого типу з 

тією ж σ=5, як показано на рис. 3.18, причому ймовірність безпечного прове-

дення має значення 0,9196. 

 

 
 

Рис. 3.17. Оцінка ймовірності проведення при законі Гаусу 
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Рис. 3.18. Імовірність безпечного проведення при змішаному законі 2 типу 

 

Тому для гарантії безпечного проведення судна за обраним маршрутом 

слід збільшити точність проведення. Таким чином, для аналізу безпеки пла-

вання судна в стиснених водах конкретних районів навігації необхідно засто-

сування електронних карт, за допомогою яких формується маршрут прове-

дення судна. Для цього оператором за допомогою засобів програми прово-

диться введення масивів правої і лівої меж безпечної ділянки та програмної 

траєкторії руху судна, а стандартною процедурою імітаційної програми про-

водиться оцінка ймовірності безаварійного проведення судна з урахуванням 

закону розподілу похибки бічного відхилення й точності контролю місця суд-

на. 
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3.6. Висновки з третього розділу 

 

Розділ присвячено впливу точності проведення судна стисненим марш-

рутом на безпеку судноводіння. Розглянуто апріорну оцінку ймовірності без-

печного проведення судна стисненим маршрутом з використанням двовимір-

ної щільності позиційної похибки. Запропоновано альтернативний метод ви-

значення ймовірності безпечного плавання в стиснених умовах за допомогою 

одновимірної щільності розподілу похибки бічного відхилення судна. Вияв-

лено залежність одновимірної щільності похибки бічного відхилення судна 

від двовимірної щільності позиційної похибки. Запропоновано процедуру ви-

значення основних параметрів для оцінювання ймовірності безаварійного 

плавання судна в заданому стисненому районі.  

Отримано залежність ймовірності безпечного проходження судном стис-

неного маршруту від закону розподілу похибки бічного відхилення. Проведе-

но порівняння двовимірної й одновимірної моделей оцінки ймовірності про-

ведення судна заданим маршрутом за допомогою імітаційного моделювання. 

Запропоновано спосіб формування заданого маршруту за допомогою елект-

ронної карти. 
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РОЗДІЛ 4.  

ЗАЛЕЖНІСТЬ БЕЗПЕКИ СУДНОВОДІННЯ ВІД ВЕКТОРІАЛЬНОЇ  

ПОХИБКИ КЕРУВАННЯ СУДНОМ 

 

4.1. Модель формування векторіальної похибки керування 

 

Появу векторіальної похибки відносно прогнозованої точки виходу суд-

на на новий курс після завершення повороту судном може бути обумовлено 

наступними обставинами. 

Розрахунок моментів часу початку повороту nt  проводиться з урахуван-

ням динамічної моделі обертального руху судна, що визначає прогнозовану 

траєкторію, яка відрізняється від його реальної криволінійної траєкторії, чим 

викликане виникнення систематичної похибки nt  у визначенні моменту ча-

су початку повороту судна nt . Ця похибка є систематичною складовою (d)S  

векторіальної похибки керування.  

Крім систематичної похибки, можлива поява випадкових векторіальних 

похибок через перекладки пера керма kβ  і похибки моментів часу початку 

повороту t  відносно розрахованого моменту часу nt . 

Розглянемо формування систематичної векторіальної похибки (d)S  (рис. 

4.1). Момент часу початку повороту nt  розраховується, з огляду на обрану 

динамічну модель обертального руху судна. Цьому моменту часу відповідає 

точка C на програмній траєкторії руху, а прогнозована криволінійна траєкто-

рія руху показана пунктирною лінією. З урахуванням реальної траєкторії ру-

ху поворот слід починати в момент часу nt~ , якому на рис. 4.1 відповідає то-

чка B. 

Якщо судно почне поворот в момент часу nt , то замість точки M опи-

ниться в точці N. Тому систематична векторіальна похибка (d)S  дорівнює за 
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величиною відрізку MN, який дорівнює відрізку BC, тобто систематична век-

торіальна похибка (d)S  визначається рівністю BCS(d)  . 

 

Рис. 4.1. Систематична векторіальна похибка (d)S  

 

З рис. 4.1 випливає, що величина відрізка BC залежить від швидкості су-

дна oV  й інтервалу часу nn t~t  . Тому: 

 

)t~Abs(tVS nno
(d)  , 

а її проекції (d)
xS  і (d)

yS : 

1
(d)
x )sinKt~Abs(tVS

nno
 , 

1
(d)
y )cosKt~Abs(tVS

nno
 . 

 

Як правило, момент часу nt  розраховується за моделлю повороту судна 

із заданою кутовою швидкістю, а момент часу nt~ , забезпечує вихід на задану 

лінію курсу під час реального руху судна, може бути отриманий за більш 

2K  

nt
 

N 

M 

P 
C 

B 

1K  

nt~
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складною динамічною моделлю на базі натурних спостережень криволінійно-

го руху судна. 

Поворот судна містить дві фази. На першій фазі під час проходження су-

дна курсом 1K  в початковий момент часу 
nt  перо керма перекладається на 

кут 
kβ  й утримується в такому положенні протягом інтервалу часу 

ktΔ .  

На другій фазі повороту виконується одержання судна, для чого прово-

диться перекладка керма на протилежний борт на той же кут і здійснюється 

гасіння інерції повороту судна протягом інтервалу часу tΔ . У результаті цьо-

го судно виходить на курс 2K  (рис. 4.2), при цьому кутова швидкість поворо-

ту падає до нуля, а перо керма знаходиться в діаметральній площині судна.  

 

 
Рис. 4.2. Траєкторія судна під час повороту 

 

За допомогою рис. 4.3 покажемо процедуру розрахунку моменту часу 

початку nt  повороту судна з початкового курсу 1K  на черговий курс 2K  про-

грамної траєкторії руху. Поворот судна починається в початковий момент ча-

су 0t   і завершується в точці M виходом на курс 2K . 

X 

Y 

O 

1K
 

2K
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Рис. 4.3. Траєкторія повороту судна 

 

Точка початку повороту в момент часу nt  визначається переміщенням 

криволінійної траєкторії повороту судна OM у напрямку курсу 1K  до сумі-

щення точки M з другою програмною ділянкою, мають курс 2K , який прохо-

дить через точку A. Запропонований спосіб аналітично описується наступним 

чином. 

Прямолінійна ділянка траєкторії з курсом 1K  описується наступним рів-

нянням: 

1xctgKy  , 

 

а рівняння прямої лінії, яка проходить через точку М з курсом 2K , виража-

ється в такий спосіб: 
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2mm )ctgKx-(xyy  . 

 

Координати точки C ( cx , cy )перетину згаданих двох прямих ліній знахо-

дяться з системи рівнянь: 

 

 







2mcmc

1cc

)ctgKx-(xyy 
                ;ctgKxy

.     (4.1) 

Звідки: 

2mcm1c )ctgKx-(xyctgKx   и 
21

2mm
c ctgKctgK

ctgKx-yx


 . 

 

Враховуючи перше рівняння системи (4.1), отримаємо вираз для ОС: 

 

1

c
1

22
c

2
c Ksin

xKctgxxOC  . 

 

Очевидно, що час початку повороту судна nt  визначається виразом:  

 

11

c1

1

1

c

1
n KsinV

xKsinD
V

Ksin
xD

V
OCOAt 







 . 

 

 У свою чергу, для розрахунку значення cx  треба визначити прирощення 

координат судна mx  і my  за час повороту τ: 

 

,td](t)KK[sinVx 1
0

1m

τ
   td](t)KK[cosVy 1

0
1m

τ
  .  (4.2) 

 

Поворот судна складається з двох етапів, причому на першому етапі суд-
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но протягом інтервалу часу 
1tΔ  здійснює поворот під дією перекладки керма 

на кут 
kβ .  

Потім, на другому етапі, проводиться перекладка керма на протилежний 

борт на ту ж величину й протягом інтервалу часу 
2tΔ  гаситься інерція пово-

роту судна, а судно виходить на курс 2K .  

З огляду на те, що поворот судна складається з двох етапів, вираз (4.2) 

набуває вигляду: 

 

td]KK[sinVx 1
0

1m

1t
 


 + ,td]K~)tK(K[sinV 11

0
1

2t



 

 td]KK[cosVy 1
0

1m

1t
 


 + td]K~)tK(K[cosV 11

0
1

2t



, (4.3) 

 

де K  і K~ – поточне значення курсу судна на першому та другому етапах по-

вороту;  

1tΔ  і 
2tΔ  – тривалість першого та другого етапу повороту. 

 Для обчислення інтервалів часу 
1

t  і 
2

t , протягом яких курс судна 

змінюється на величину 12 KKKΔ  , запропонована наступна система рів-

нянь [38]:  

 ,
0)tΔ,t(ω

)t(ΔK~)t(KKΔ

21

21

  








    (4.4) 

 

Підставляючи отримаємо залежності, з яких можна розрахувати значен-

ня, в якій друге рівняння – є умовою звернення в нуль наприкінці повороту 

кутової швидкості ω  судна.  

Підставляючи вирази )t(K 1 , )t(ΔK~ 2  і )tΔ,t(ω 21     в систему (4.4), 

отримаємо залежності, з яких можна розрахувати значення 
1

t  і 
2

t  мето-
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дом простих ітерацій. Використовуючи отримані значення 
1t  і 

2
t , при-

рощення координат судна mx  і my  розраховуються наступним чином:  

 

][
21 tt

0
2

0
11m (t)dtytd(t)yVx 


 ; 

 ][
21 tt

0
4

0
31m (t)dtytd(t)yVy 


 ,    (4.5) 

 

де )]t(KK[sin(t)y 11  ; ](t)K~)tK(K[sin(t)y 112  ; 

)]t(KK[cos(t)y 13  ; ](t)K~)tK(K[cos(t)y 114  . 

Кожен з чотирьох інтегралів виразу (4.5) доцільно обчислювати методом 

Сімпсона. 

Очевидно, момент часу закінчення повороту судна kt : 

 

21nk tttt  . 

 

Знайдемо аналітичний вираз векторіальної похибки )(S  , що виникає 

через похибки перекладки пера керма kβ , для чого звернемося до рис. 4.4. 

Якщо кут кладки керма kβ  не містить похибки, то до кінця повороту судно 

виявиться на новій ділянці програмної траєкторії в точці M і векторіальна 

похибка )(S   дорівнює нулю. У разі появи похибки kβ  кут кладки керма 

дорівнює kββk  , і до завершення маневру судно опиняється в точці N. 

Тому похибка )(S   визначається величиною відрізка MN, а її складові )(
xS   і 

)(
yS   рівні: 
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Рис. 4.4. Виникнення векторіальної похибки )(S   

 

 

MN
)(

x xxS   , MN
)(

y yyS  , 

 

де Mx  і My  – координати точки M; 

Nx  і Ny  – координати точки N. 

Для формалізації векторіальної похибки )(S t , що виникає через похибки 

моментів часу початку повороту t , наведемо рис. 4.5. 

Як випливає з рис. 4.5, похибка )(S t  дорівнює відрізку MN, що збігається 

за величиною з відрізком OS. Тому: 
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Рис. 4.5. Формування векторіальної похибки )(S t  

 

tVOSS o
)( t . 

 

Складові )(
xS t  і )(

yS t : 

 

oo
)(

x tsinKVS t , oo
)(

y tcosKVS t .  

 

Величина систематичної похибки керування залежить від вибору дина-

мічної моделі повороткості судна. Покажемо це, використовуючи її проекції 
(d)
xS  і (d)

yS : 

1
(d)
x )sinKt~Abs(tVS

nno
 , 1

(d)
y )cosKt~Abs(tVS

nno
 , 

У яких: 

11

c1

sinKV
xDsinKt

n


 , 
11

c1

sinKV
x~DsinKt~

n


 , 

де координати cx  і cx~ : 
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21

2mm
c ctgKctgK

ctgKx-yx


  і 
21

2mm
c ctgKctgK

ctgKx~-y~x~


 , 

 

причому вирази для розрахунку величин mx , my , mx~  і my~  визначаються фор-

мулами (4.3) та залежать від динамічної моделі повороткості судна. 

З робіт [38, 86, 213] випливає, що для опису повороту судна запропоновано 

п'ять моделей його обертального руху. Перша спрощена модель описує пово-

рот судна з незмінною кутовою швидкістю, а друга й третя моделі врахову-

ють зміну кутової швидкості протягом повороту, про що свідчить наявність 

постійних часу, що характеризують динаміку судна. Дві останні моделі вра-

ховують крім інерційності повороту судна час перекладки керма.  

У Додатку Б.1 представлені динамічні моделі обертального руху судна 

різного ступеня адекватності його реальному повороту, за допомогою яких 

можливий розрахунок тривалості повороту судна й збільшення координат су-

дна за цей час. Причому розглянуті три типи динамічних моделей оберталь-

ного руху припускають миттєву перекладку пера керма.  

Імітаційне моделювання траєкторій повороту судна за допомогою експе-

риментального матеріалу дозволило зробити вибір найбільш адекватної мо-

делі його обертального руху. Експериментальний матеріал був отриманий в 

реальних умовах експлуатації й послужив для розрахунку чисельних значень 

інерційних характеристик суден.  

Як зазначено в роботі [87], для балкера «Sheila Ann» в реальних умовах 

експлуатації були отримані матеріали щодо його повороткості, які мають 

найкращу відповідність до експериментальної траєкторії повороту в разі ви-

користання п'ятого типу моделі. Моделям перших трьох типів притаманні на-

багато нижчі характеристики точності, тобто траекторна похибка приблизно в 

24 рази більше, ніж в моделі п'ятого типу (більше на 27125 м). 

Імітаційне моделювання поворотів контейнеровозу "Oxford" було також 

розглянуто в роботі [214], причому характеристики повороткості контейнеро-

воза були наведені в роботі [45], на базі яких були розраховані величини тра-
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єкторної похибки на момент часу завершення маневру. Базовою моделлю, яка 

характеризує реальний рух судна, була прийнята модель п'ятого типу. Іміта-

ційне моделювання повороту на 90 показало, що при використанні для про-

гнозу криволінійної ділянки математичної моделі першого типу траєкторна 

похибка склала 150200 м. У разі використання моделі другого типу ця вели-

чина склала 3540 м, а для моделі третього типу – 2530 м.  

Отже, найбільш прийнятною для прогнозування повороту є математична 

модель повороткості судна третього типу, оскільки при достатній простоті 

вона має необхідну точність (максимальна розбіжність експериментальної і 

модельної траєкторій 2530 м) і за допомогою цієї моделі розраховується мо-

мент часу 
n

t~  дійсного початку повороту судна.  

Проекції (d)
xS  і (d)

yS  систематичної векторіальної похибки з урахуванням 

динамічної моделі повороткості судна виражаються таким чином: 

 

x1
(d)
xi S)sinKt~Abs(tVS

nnio
  , 

y1
(d)
yi S)cosKt~Abs(tVS

nnio
  . (i=1, 2) 

 

При використанні для розрахунку моменту часу nt  моделі повороткості 

судна третього типу отримаємо: 

 

x
(d)
x3 SS   і y

(d)
y3 SS  . 

 

 Різниця між реальною траєкторією повороту й траєкторією моделі пово-

роткості судна третього типу враховується додатковими складовими система-

тичної векторіальної похибки xS  і yS . Оскільки абсолютне значення такої 

похибки складає близько 30 м, то 
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1x sinK30S  , 1y cosK30S  . 

 

 

4.2. Визначення величини похибки )(S   з урахуванням динамічної моде-

лі обертального руху судна 

 

Як показано в попередніх підрозділах, похибка )(S   характеризується 

проекціями )(S 
x  і )(S 

y : 

MN
)(

x xxS   і MN
)(

y yyS  . 

 

Координати Nx  і Ny , як і інтервали часу kt  та t , в цьому досліджен-

ні обчислюються при значенні kω βkaω   за допомогою динамічної моделі 

обертального руху судна третього порядку. При розрахунку координат Mx  і 

My , а також відповідних інтервалів часу, стале значення кутової швидкості 

)ββ(ka kkωω   . 

Похибку )(S   в першому наближенні можна оцінити за допомогою ди-

намічної моделі обертального руху судна з постійною кутовою швидкістю, 

згідно з якою координати точки M визначаються виразами: 

 

)KcosK(cos
βk

Vx yo
kω

o
M  , )KsinK(sin

βk
Vy oy

kω

o
M  . 

 

Таким же чином знаходяться вирази координат Nx  і Ny  точки N:  

 

)KcosK(cos
)ββ(k

Vx yo
kkω

o
N 


 , 
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)KsinK(sin
)ββ(k

Vy oy
kkω

o
N 


 . 

Складові )(
xS   і )(

yS   векторіальної похибки: 

 

]
β
1

)ββ(
1)[KcosK(cos

k
VS

kkk
yo

ω

o)(
x 


  , 

]
β
1

)ββ(
1)[KsinK(sin

k
VS

kkk
oy

ω

o)(
y 


  . 

 

Враховуючи, що kk ββ  , можна записати: 

 

kyo2
kω

o)(
x β)KcosK(cos

βk
V-S   , koy2

kω

o)(
y β)KsinK(sin

βk
V-S   . 

 

Векторіальна похибка керування судном складається з систематичної 
(d)S  і випадкової (c)S  похибок, причому випадкова складова є сумою векторі-

альної похибки )β(S  й векторіальної похибки )t(S . 

Векторіальна похибка )β(S  для динамічної моделі обертального руху су-

дна з постійною кутовою швидкістю представлена складовими: 

 

kyo2
kω

o)β(
x β)KcosK(cos

βk
V-S   , 

 koy2
kω

o)β(
y β)KsinK(sin

βk
V-S   ,    (4.6) 

де oV  – швидкість судна; 

oK  і yK  – відповідно курси судна до й після повороту; 

kβ  – кут кладки пера керма;  

ωk  – коефіцієнт ефективності керма. 
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Векторіальна похибка )t(S  має проекції: 

 

noo
)t(

x ΔtsinKVS  , 

 noo
)t(

y ΔtcosKVS  .     (4.7) 

 

Дисперсії для центрованих випадкових величин kβ  і 
nt  позначені ві-

дповідно βD  і tD . Тому коваріаційна матриця векторіальної похибки )β(S  за 

відсутності кореляції між складовими набуває вигляду: 

 

S
βy

S
βxS

β D0
0D

)yx,(K  ,  

 

де дисперсії складових S
βxD  і S

βyD  з урахуванням виразів (4.6): 

 

β
2

yo2
kω

oS
βx D)]KcosK(cos

βk
V[D  ; 

β
2

oy2
kω

oS
βy D)]KsinK(sin

βk
V[D  . 

 

Коваріаційна матриця векторіальної похибки )t(S , також вважаючи неза-

лежність її складових, виражається в такий спосіб:  

 

S
ty

S
txS

t D0
0D

)yx,(K  . 

 

З урахуванням співвідношень (4.7) дисперсії складових S
txD  і S

tyD  похиб-

ки )t(S  визначаються виразами: 
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t
2

oo
S
tx DsinK(VD ) ; 

t
2

oo
S
ty DcosK(VD ) . 

Векторіальні похибки )β(S  і )t(S  незалежні, тому їх сума, тобто випадкова 

векторіальна похибка керування судном (c)S , характеризується коваріаційною 

матрицею y)(x,K S
c , яка, як показано в роботі [211], є сумою коваріаційних 

матриць доданків векторіальних похибок: 

 

y)(x,Ky)(x,Ky)(x,K S
t

S
β

S
c  ,  

або 

S
ty

S
βy

S
tx

S
βx

S
cy

S
cxS

c DD0
0DD

D0
0D

y)(x,K



 . 

 

Вираз для двовимірної щільності нормального розподілу випадкової век-

торіальної похибки керування судном )c(S  з урахуванням наявності система-

тичної векторіальної похибки (d)S  з проекціями (d)
xS  и (d)

yS  має вигляд: 

 )]
DD

)Sy(

DD
)S-x((exp[

σπσ2
1y)(x,f S

ty
S
βy

(d)
y

S
tx

S
βx

(d)
x

S
cy

S
cx

S
c

22







 ,   (4.8) 

 

де S
tx

S
βx

S
cx DDσ  , S

ty
S
βy

S
cy DDσ  . 

 Після підстановки виразів проекцій (d)
xS  і (d)

yS  систематична векторіаль-

на похибка: 

o
(d)
x )sinKt~Abs(tVS nno  , o

(d)
y )cosKt~Abs(tVS nno   

 

у вираз (4.8), отримаємо: 
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



 S

tx
S
βx

onno
S
cy

S
cx

S
c DD

))sinKt~Abs(tV-x(
(exp[

σπσ2
1y)(x,f

2

 

)]
DD

))cosKt~Abs(tVy(
S
ty

S
βy

onno
2




 , 

 

причому  

11

c1

sinKV
xDsinKt

n


  і 
11

c1

sinKV
x~DsinKt~

n


 , 

де координати cx  і cx~ : 

 

21

2mm
c ctgKctgK

ctgKx-yx


  і 
21

2mm
c ctgKctgK

ctgKx~-y~x~


 . 

 

Векторіальна похибка )β(S  залежить від динамічної моделі прогнозу по-

вороту судна. Вирази для складових векторіальної похибки керування )β(S  в 

загальному вигляді: 

 

MN
)β(

x xxS   і MN
)β(

y yyS  , 

 

де Mx  і My  – координати точки M за наявності похибки kβ ; 

Nx  і Ny  – координати точки N за відсутності похибок. 

Розглянемо кількісну оцінку величини векторіальної похибки повороту 
)β(S  залежно від моделі прогнозу повороту судна. Як приклад припустимо, 

що швидкість судна oV =20 узлів, курс oK =15° і воно виконує поворот на 

курс yK =105°. Кут перекладки пера керма kβ =15° і кутова швидкість пово-

роту kωω βka  =2,7 град/с з постійною часу 
1T =10,23 с [22]. Припустимо, 

під час перекладання керма було допущено похибку kβ =1°. Розрахуємо век-
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торіальну похибку )β(S  в разі прогнозу повороту за найпростішою моделлю 

першого порядку. З урахуванням переведення градусної міри в радіанну й 

швидкості судна в м/с, виконуємо розрахунок проекції x і y векторіальної по-

хибки )β(S : 

 

80,171745,0)225,1(
7,21745,0262,0

200,514-





x  м, 

27,10)7071,0(
7,2262,0
200,514-





y  м. 

 

 Тривалість повороту дорівнює =33,3 с, а величина модуля похибки 

складає )β(S  =20,6 м.  

Методом простих ітерацій були розраховані тривалості першої і другої 

фаз повороту судна kΔt =38 с і tΔ =7 с та тривалість повороту =45 с за цих 

же вихідних даних і прогнозі повороту судна за динамічною моделлю другого 

порядку. Чисельним інтегруванням були визначені координати точки M: 

Mx =348 м і My =235 м, а також координати точки N: Nx =333 м, Ny =222 м. 

Проекції векторіальної похибки x =-15 м, y =-13 м, а похибка )β(S =19,8 м. 

Реальне значення векторіальної похибки значно більше, що обумовлено 

відмінністю реальної кутової швидкості повороту судна від значень, розрахо-

ваних за допомогою моделей прогнозу повороту судна. У роботі [154] вка-

зується, що були виконані натурні спостереження траєкторій повороту судна, 

на базі яких проводилося імітаційне моделювання повороту на 90.  

Було встановлено, що, використвуючи для прогнозу криволінійної ділян-

ки математичної моделі з постійною кутовою швидкістю, траеєкторна похиб-

ка склала близько 150 ... 200 м, для моделі другого порядку ця величина скла-

ла 35 … 40 м. 

Підсумовуючи, можна зазначити, що значення векторіальної похибки, 

розраховані під час прогнозування повороту судна за моделлю першого по-
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рядку й моделлю другого порядку, незначно відрізняються один від одного. 

Однак з урахуванням реальної криволінійної траєкторії повороту сумарна 

векторіальна похибка в першому випадку прогнозу може досягати до 220 м, а 

в разі прогнозу траєкторії повороту за моделлю другого порядку – до 60 м, – 

приблизно в чотири рази менше. Тому, для прогнозування повороту судна до-

цільно використовувати модель другого порядку. 

 

 

4.3. Процедура оцінки навігаційної безпеки повороту судна 

 

При розгляді оцінки навігаційної безпеки окремого повороту судна з од-

нієї ділянки програмної траєкторії руху на наступний, слід враховувати тіль-

ки векторіальну траєкторну похибку керування судном )c(S , яка враховує на-

явність систематичної векторіальної похибки (d)S  й випадкової (c)S  похибок. 

Причому випадкова складова є сумою векторіальної похибки )β(S , яка вини-

кає через похибки перекладки пера керма kβ , а також векторіальної похиб-

ки )t(S , виникає через похибки вибору моменту часу початку повороту 
nt . 

Причому двовимірна щільність розподілу ймовірностей похибки )c(S  має ви-

гляд (4.8). 

Припустимо, що в районі повороту судна задана безпечна в навігаційно-

му розумінні ділянка плавання bS , яка є частиною безпечної ділянки D пла-

вання судна, тобто DSb  . Причому bS  є водною акваторією з глибинами, що 

дозволяють судну здійснювати безпечне плавання. Аналітично безпечна діля-

нка плавання судна bS  характеризується двома межами )Y(X,Gst  і )Y(X,Gpt , 

в якості яких використовуються граничні ізобати, що відокремлюють без-

печну ділянку від навігаційних небезпек для лівої, як показано на рис. 4.6. 

Кожна з меж представлена шматково-лінійною апроксимацією, представле-

ною масивом точок зламу { siX , siY } для правої межі й { piX , piY } – для лівої, 
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як показано на рис. 4.6. 

 
 

Рис. 4.6. Область безпечного плавання bS  
 

Поворот є безпечним, якщо криволінійна траєкторія судна під час пово-

роту належить безпечній ділянці bS , – це означає, що початок і кінець кри-

волінійної траєкторії належать ділянці bS . Це означає, що ймовірність при-

належності криволінійної траєкторії безпечній ділянці bS  є добутком ймовір-

ностей приналежності її початку й кінця тієї ж ділянки. Позначаючи 

ймовірність безпечного повороту через bP , а ймовірності приналежності по-

чатку й кінця криволінійної траєкторії безпечній ділянці відповідно через 
n

P  

та 
k

P , можна записати наступне співвідношення: 

 

bP =
n

P
k

P .  

 

У свою чергу, ймовірності nP  і 
k

P  можна знайти, за відомих щільностей 
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розподілу ймовірностей початкової y)(x,fo  і кінцевої y)(x,f  точок кри-

волінійної траєкторії руху судна під час повороту, а також аналітичним опи-

сом безпечної ділянки 
b

S . Очевидно, ймовірності 
n

P  і 
k

P  визначаються за 

допомогою виразів:  

 



b
S

y)dxdy(x,fP
on ,  



b
S

y)dxdy(x,fP
k

, 

 

причому щільність розподілу y)(x,fo  є двовимірною щільністю )yx,(fpzn  

розподілу позиційної векторіальної похибки pξ , що складається з векторіаль-

них похибок обсервації і числення, а щільність y)(x,f  є щільністю век-

торіальної похибки керування cξ , яка характеризується двовимірною щіль-

ністю розподілу ймовірностей y)(x,f S
c , представленою виразом (4.8), тобто 

y)(x,fy(x,f S
c


. 

Для пошуку значень ймовірностей 
n

P  і 
k

P  необхідно скористатися 

шматково-лінійною апроксимацією безпечної ділянки 
b

S , представляючи її у 

вигляді доданків 
bi

S , причому справедливі наступні співвідношення, що 

випливають із рис. 4.7 і представляють розбиття безпечної ділянки 
b

S  на 

складові 
bi

S :  

 


i

bib
SS ;  

i S
pznn

bi

dxdy)yx,(fP ;  
i S

S
ck

bi

y)dxdy(x,fP , 

 

причому розбиття ділянки 
b

S  на складові 
bi

S  для обох інтегралів однакове. 

Розбиття безпечної ділянки 
b

S  на доданки 
bi

S  доцільно провести таким чи-

ном, як показано на рис. 4.7. Точки зламу правої { siX , siY } і лівої { piX , piY } 
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меж служать для розділення вертикальними лініями безпечної ділянки 
b

S  на 

складові площі 
bi

S , а вертикальні межі кожної з площ 
bi

S  визначаються 

значеннями абсциси ia  і 1ia  .  

 

 
 

Рис. 4.7. Розбиття безпечної ділянки 
b

S  на складові 
bi

S  
  

Горизонтальні межі виражаються лінійними рівняннями, параметри яких 

є функціями точок масивів { siX , siY } і { piX , piY }. Значення ia  визначаються 

однією з точок зламу sjX  або pjX , і послідовність значень 1a , 2a , …, ia , 1ia  , 

є упорядкована за зростанням сукупності значень siX  і piX . 
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У прикладі, представленому на рис. 4.7, вертикальні межі між площами 

bi
S  визначаються значеннями 1a = s1X , 2a = p1X , 3a = s2X , 4a = p2X , 5a = p3X  і 

т. д. Кожна зі складових площ 
bi

S  містить дві суміжні точки зламу меж. На 

рис. 4.7 показано, що площа 
b1

S  містить дві точки зламу ( s1X , s1Y ) і 

( p1X , p1Y ) з різних меж, а площа 
b4

S  містить точки ( p2X , p2Y ) и ( p3X , p3Y ) з 

однієї межі. 

Лінійні вирази для горизонтальних меж кожної з площ між ia  і 1ia  , що 

визначають залежність координати кожної межі ділянки від координати, ма-

ють такий вигляд: 

 

piy = xcb pipi  ; siy = xcb sisi  . 

 

Продовжуючи розглядати як приклад рис. 4.7, для площі 
b1

S  горизонтальні 

межі можна записати в такий спосіб:  

 

p1y = x
XX

YY
Y

s1

s1
s1

p1

p1




 ; s1y = x

XX

YY
Y

s1s2

s1s2
s1 


 . x[ 1a , 2a ] 

 

Тут, очевидно, p1b = s1b = s1Y , p1c =
s1

s1

XX

YY

p1

p1




, s1c =

s1s2

s1s2
XX

YY




. 

Для чергової площі 
b2

S : 

p2y = x
XX

YY
Y

p1

p1
p1

p2

p2




 ; s2y = )(af 2s1 x

XX

YY

s1s2

s1s2




 , x[ 2a , 3a ]. 

 

де p2b p1Y , s2b = )(af 2s1 , p2c =
p1

p1

XX

YY

p2

p2




, s2c =

s1s2

s1s2
XX

YY




. 
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У загальному випадку вираження для горизонтальних меж мають вигляд: 

 

piy = (x)fpi = xcb pipi  ; siy = (x)f si = xcb sisi  , x[ ia , 1ia  ] 

 

де pib = )(af
i1)-p(i , sib = )(af

i1)-s(i , pic =
1)-p{i

1)-p(i

XX

YY

pi

pi




, sic =

1)-s{i

1)-s(i

XX

YY

si

si




. 

Таким чином, межі складових площ 
bi

S  однозначно виражаються через 

точки масивів, що описують межі ділянки безпечного плавання 
b

S . Тому ви-

раз для оцінки ймовірностей 
n

P  і 
k

P , а, отже, і ймовірності безпечного пово-

роту bP , можна представити в явному вигляді наступним чином:  

 

  


i

a

a

(x)f

(x)f
pznn

1i

i

pi

si

dydx)yx,(fP ;   


i

a

a

(x)f

(x)f

S
ck

1i

i

pi

si

y)dydx(x,fP . 

 ]y)dydx(x,f][dydx)yx,(f[P
i

a

a

(x)f

(x)f

S
c

i

a

a

(x)f

(x)f
pznb

1i

i

1i

i

pi

si

pi

si

   


.   (4.9) 

 

 Отримані вирази дозволяють зробити чисельну оцінку шуканої ймовір-

ності безпечного повороту bP  для різних законів розподілу ймовірностей 

)yx,(fpzn  і y)(x,f S
c  векторіальних похибок. 

 У разі, коли розглянута область безпечного плавання судна D містить 

програмну траєкторію з n поворотами, для кожного програмного повороту 

можна виділити локальну область biS  (i=1...n), що задовольняє умові DSbi  .  

Межі кожної з областей biS  перетворюються до розглянутого вище виду, 

що дозволяє при використанні щільності розподілу ймовірностей )yx,(fpzn  і 

y)(x,f S
c  векторіальних похибок визначити ймовірність виконання безпечного 
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повороту biP  за допомогою виразу (4.9). З урахуванням всіх поворотів про-

грамної траєкторії ймовірність безпечного проходження ділянки безпечного 

плавання D з урахуванням тільки векторіальної похибки керування судном 

bcP  можна оцінити добутком всіх ймовірностей biP , тобто: 

 





n

1i
bibc PP  

або 

j
n

1j i

a

a

(x)f

(x)f

S
c

i

a

a

(x)f

(x)f
pznbc }]y)dydx(x,f][dydx)yx,(f{[P

1i

i

1i

i

pi

si

pi

si




   


. 

 

 За допомогою отриманого виразу можна оцінити інтенсивність 3λ  

аварійних подій з причини посадок судна на мілину через векторіальну похи-

бку керування: 

q)P-1(λ bc3  . 

 

 

4.4. Вибір оптимального маршруту проведення відображенням навіга-

ційної ситуації з інформацією про безпечність судноводіння 

 

Питанням вибору маршруту проведення судна в стислих водах приділя-

ється значна увага. Одним із напрямків вирішення цієї проблеми пропонуєть-

ся розробка алгоритму планування маршруту судна в стислих водах [224], 

який управляє і контролює процес переміщення судна по траєкторії, включно 

з криволінійними траєкторіями. Подальшим розвитком згаданого алгоритму 

являється спосіб вибору оптимального маршруту проведення судна стислим 

районом з відображенням навігаційної ситуації, яка містить інформацію про 

безпечність судноводіння.  



 152 

Для зниження впливу траєкторної похибки повороту судна на безпеку 

судноводіння її врахування слід проводити оперативно в процесі керування 

судном спільно з іншими джерелами можливої аварійності судна. З цією ме-

тою розглянемо спосіб оперативного оціновання безпеки плавання в стисне-

ному районі, що відображений електронною картою, на якій нанесені харак-

теристики раніше досліджених основних чинників, що впливають на безпеку. 

До них належать характеристики позиційної векторної похибки, яка характе-

ризується показником точності 
mdD , запропонованим в роботі [147] і є дис-

персією модуля траєкторної похибки в заданій точці. На електронній карті 

можна відобразити поле точностей, кожна точка якого характеризується зна-

ченням показника 
mdD , залежно від кількості орієнтирів, що використову-

ються для обсервації. 

Відображення поля точностей на електронній карті в районі плавання 

судна вимагає вибору орієнтирів, за якими здійснюється контроль місця суд-

на. Залежно від числа й геометрії розташування орієнтирів для кожної точки 

району проходження судна розраховується значення показника точності 
mdD . 

Для випадку обсервації судна за одним орієнтиром – його пеленга й ди-

станції, показник точності 
md1D  розраховується за формулою:  

 

2
P

2
D

2
P

2
D

2
P

2
D

1

11

md1









D , 

 

де 2
D

  і 2
P

  – дисперсії похибок ліній положення дистанції і пеленга. 

 Якщо визначення місця судна проводиться за двома орієнтирами (два 

пеленга і дві дистанції), то розрахунок показника точності 
md2D  для кожної 

точки району плавання проводиться за допомогою аналітичного виразу: 
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.
βcos)1-1(β)sin1-1(11

1111

1212

md2 2

2
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2
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2
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2
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2
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2
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2
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





D  

У цьому випадку значення 
md2D  залежить не тільки від дисперсій ліній 

положення 2
D1

 , 2
D2

 , 2
P1

  і 2
P2

 , але й від кута 
12β  між орієнтирами, визначе-

ного з точки, в якій оцінюється значення показника точності. 

Коли обсервація місця судна проводиться за трьома орієнтирами, то по-

казник точності 
md3D  для будь-якої точки в околицях розташування орієн-

тирів обчислюється за наступним аналітичним виразом:  

 

 
CS

D





2
P3

2
D3

2
P2

2
D2

2
P1

2
D1

111111

md3


,   (4.10) 

 

У якому величини S  і C  визначаються з наступних формул: 
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Кути 
12

β , 13β  і 23β  є кутами між кожною парою орієнтирів з точки, де 

визначається значення 
md3D . Вся інформація, яка характеризує поточну 
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навігаційну ситуацію, пов'язана з графічним представленням, тому основою 

комплексного відображення навігаційної ситуації є електронна карта району 

плавання судна. На ній можна побачити поточні позиції судна й найближчих 

цілей.  

Для прикладу імітаційного моделювання використана електронна карта 

підходів до порту Севастополь, показана на рис. 4.8. На ній показано прогно-

зоване положення судна після завершення повороту вправо для входу в порт, 

причому напрямок руху судна показано вектором швидкості.  

 

 
  

Рис. 4.8. Електронна карта підходів до порту Севастополь 

 

Для формування поля точностей на електронній карті в районі плавання 

слід вибрати орієнтири, за якими контролюється місце судна шляхом 

вимірювання дистанцій і пеленгів кожного з них. Надалі будемо формувати 

поле точностей при використанні для обсервації трьох орієнтирів, і розрахо-

вувати значення 
md3D  для кожної точки за допомогою виразу (4.10). 

На електронній карті кожен з обраних орієнтирів відзначається світло-

зеленим колом, в центрі якого знаходиться орієнтир. 
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На рис. 4.9 показаний один з можливих варіантів вибору трьох орієн-

тирів, якими є маяк мису Херсонес, маяк Любимівка й мис Костянтинівський. 

На карті також нанесено ціль, яка рухається в південному напрямку й ство-

рює загрозу зіткнення для судна. 

 
 

Рис. 4.9. Вибір орієнтирів для обсервації місця судна 

 

Після завершення процедури вибору орієнтирів можливе відображення 

поля точностей на електронній карті району плавання одним з двох варіантів: 

з оцифруванням і без нього. У разі вибору параметра відображення поля точ-

ностей без оцифрування, то після розрахунку значень 
md3D  пов'язана з ним 

елементарна ділянка забарвлюється в сірий колір, ступінь затіненості якого 

залежить від величини 
md3D , а потім в графічному режимі прозорості накла-

дається на електронну карту, як показано на рис. 4.10. Іншими словами, чим 

більша величина показника 
md3D , тим темніший колір елементарної ділянки.  

Використання режиму оцифрування поля точностей передбачає відобра-

ження на електронній карті значень 95% кругової похибки в метрах. Якщо 
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значення похибки перевищує 100 м, то оцифровка такої ділянки не прово-

диться. 

 

 
 

Рис. 4.10. Відображення поля точностей без оцифрування 

 

Поле точностей з нанесеними значеннями 95% кругової похибки наведе-

но на рис. 4.11. Оскільки значення похибки в лівому нижньому куті переви-

щує 100 м, то оцифрування показаного району не проведено. 

Для порівняння розглянуто другий варіант обраних для обсервації місця 

судна орієнтирів, які показані на рис. 4.12, причому точність проходження 

судна програмним маршрутом, виражена середнім значенням кругової 95% 

похибки, як випливає з поля точностей, становить 54 метри. 

Вплив траєкторної похибки повороту судна полягає в тому, що по завер-

шенні повороту судна його дійсне положення відносно прогнозованої позиції 

може бути оцінено максимальними зміщеннями відносно програмної 

траєкторії руху. 
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Рис. 4.11. Відображення поля точностей з оцифруванням 

 

 
 

Рис. 4.12. Другий варіант обраних для обсервації орієнтирів 
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Як показано на рис. 4.13 і 4.14, максимальні зміщення обмежують смугу 

можливого переміщення судна після завершення повороту. На рис. 4.14 пока-

заний збільшений фрагмент електронної карти, що містить прогнозовану по-

зицію судна разом зі смугою руху. 

 

 
Рис. 4.13. Смуга руху судна через похибки повороту 

 

 
Рис. 4.14. Збільшене зображення смуги руху судна 
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За наявності небезпечної цілі слід розрахувати сектор небезпечних курсів 

судна й показати його на електронній карті в місці прогнозованої позиції суд-

на, як показано на рис. 4.15. Тому подальший курс для безпечного руху судна 

повинен враховувати небезпечний сектор, тобто безпечний курс судна пови-

нен перебувати поза даним сектором. У цьому випадку дистанція найкорот-

шого зближення судна з ціллю буде перевищувати гранично-допустиму ди-

станцію зближення. З урахуванням перелічених чинників, тобто поля точно-

стей обраних орієнтирів, смуги можливого руху через траєкторні похибки по-

вороту й сектора небезпечних курсів, що ведуть до можливого зіткнення з 

ціллю, слід вибрати безпечний курс руху судна, як відображено на рис. 4.16. 

Вибір безпечного курсу досягається ухиленням судна вправо в бік рекомен-

дованого маршруту № 72. 

 

 
 

Рис. 4.15. Відображення сектора небезпечних курсів 

 

Прогноз подальшого руху судна й цілі показує безпеку розходження суд-

на з ціллю, що представлено на рис. 4.17.  
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Рис. 4.16. Вибір безпечної траєкторії руху судна 

 

 
 

Рис. 4.17. Врахування небезпечної цілі 
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Звертаємо увагу на те, що на даному малюнку наведений збільшений 

фрагмент ситуації найкоротшого зближення судна з ціллю, що підтверджує 

безпеку процесу розходження. Очевидно, судно, досягнувши рекомендовано-

го шляху № 72, поверне вліво на його реалізацію для подальшого проходжен-

ня в порт. 

Зазначимо, що для вибору безпечного маневру розходження враховуємо 

небезпечний сектор курсів судна (рис. 4.15) та полосу руху судна, ширина 

якої визначається виразом [225]: 

)
L
BarctgCsin(BLB 22

П  , 

де С – кут зносу; L, B – розміри судна. 

У Додатку Б.2 наведений другий приклад імітаційного моделювання, в 

якому використана електронна карта підходів до порту Чорноморськ. 

Актуальною також являється обернена задача, в якій слід визначити па-

раметри безпечного суднохідного каналу в залежності від розмірів судна і 

швидкості ходу. Це питання розглянуто в роботі [227], в якій показано, що 

приріст радіусу *B  дуги водного шляху судна становить  на криволінійних 

ділянках каналу: 

RLB 2/2*  , 

де L - довжина судна; R - радіус дуги криволінійної траєкторії судноходного 

маршруту. 

На завершення глави наведемо оцінку величини траєкторної похибки 

повороту судна за результатами натурних спостережень. Визначимо величину 

траєкторної похибки повороту судна шляхом зіставлення прирощення коор-

динат судна за час повороту, розрахованих за динамічною моделлю оберталь-

ного руху судна mdX  і mdY  з прирощеннями координат GPSX  і GPSY , от-

риманих за допомогою DGPS, для обраного маневру зміни курсу. 

 В якості динамічної моделі обертального руху судна обрана найбільш 

точна третя динамічна модель зміни курсу судна під час перекладки пера 

керма. 

 Для теплохода "Celandine" типу Ro-Ro з водотоннажністю 18031 т про-
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ведено верифікацію моделі обертального руху. Параметри моделі (постійні 

часу 
1

T , 
2

T , а також стале значення кутової швидкості повороту судна ωa ) 

визначені для повороту судна з кутами кладки пера керма від 5 до 30 градусів 

включно. 

 При заданому значенні прирощення курсу К повороту судна тривалість 

першої kt  і другої t фаз повороту визначається методом простих ітерацій, 

після чого обчислюються значення прирощення координат судна mdX  і 

mdY  чисельним інтегруванням методом Сімпсона. Після цього виконується 

реальний поворот судна з тим же прирощенням курсу К і кладкою пера кер-

ма, а навігаційною системою DGPS проводиться високоточне вимірювання 

прирощення координат судна GPSX  і GPSY  за час його маневру. Величина 

модуля траєкторної похибки tR  визначається відстанню між прогнозованою і 

обсервованою точками траєкторії після завершення маневру, тобто за допо-

могою виразу: 

2
md

2
md )YY()XX(R GPSGPSt  .   (4.11) 

 

Для серії поворотів судна з кутами кладки пера керма β від 5 до 30 гра-

дусів з кроком 5 градусів і прирощеннями курсу K  що дорівнюють 60°, 45° 

і 30° визначалися траєкторні похибки tR .  

У першій частині дослідження були розраховані модельні прирощення 

координат mdX  і mdY  для вказаної серії поворотів судна, причому кінце-

вий курс судна kK = 90°. Для розрахунку модельних характеристик повороту 

була розроблена комп'ютерна програма, яка крім цього відображає траєкторію 

повороту судна, на якій позначені точки його початку й закінчення. 

Результати моделювання поворотів судна з раніше зазначеними парамет-

рами (кутами кладки пера керма 5, 10, 15, 20, 25, 30 градусів і прирощеннями 

курсу 60°, 45° і 30°) наведені в табл. 4.1, причому вказані моменти часу по-

чатку nt  і кінця kt  маневру в секундах. 
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Таблиця 4.1. 

Результати моделювання повороту судна 

β =5° 

K ° nt  с kt  с kt  с t с mdX  м mdY  м 

60 52 135 75 8 928,8 588,9 

45 63 129 58 8 818,0 374,0 

30 73 122 41 8 655,1 195,4 

β =10° 

60 64 125 53 8 681,7 435,3 

45 72 121 41 8 608,4 289,2 

30 79 116 30 7 497,1 150,1 

β =15° 

60 78 115 29 8 413,5 267,0 

45 83 114 23 8 374,3 177,6 

30 87 111 17 7 326,8 98,0 

β =20° 

60 82 113 24 7 345,0 228,5 

45 85 111 19 7 325,95 154,64 

30 88 109 14 7 287,06 86,5 

β =25° 

60 83 111 21 7 313,4 204,6 

45 86 110 17 7 302,15 140,8 

30 89 108 12 7 261,1 80,6 

β =30° 

60 86 111 18 7 279,28 187,3 

45 88 110 15 7 278,2 128,7 

30 91 109 11 7 248,4 71,9 

 
Аналіз табл. 4.1 показує, що, по-перше, тривалість одержування судна 

під час повороті не залежить від величини K  і є постійною, яка дорівнює 7–
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8 с. По-друге, прирощення координат mdX  і mdY  мають тенденцію змен-

шуватися при скороченні величини K , причому тривалість першого етапу 

повороту судна скорочується зі збільшенням кута кладки пера керма. 

Друга частина дослідження траєкторної похибки повороту судна поляга-

ла в експериментальному високоточному визначенні прирощення координат 

судна GPSX  і GPSY  в результаті повороту з тими ж модельними параметрами 

за супутниковою навігаційною системою DGPS. Для цього в момент часу по-

чатку кожного експериментального повороту й в момент часу його закінчення 

визначалися координати судна, а їх різниця становила шукані значення при-

рощень координат GPSX  і GPSY . У табл. 4.2 представлені зведені результати 

оцінки значень величини траєкторної похибки повороту tR , яка розраховува-

лася за виразом (4.11). 

Таблиця 4.2. 

Оцінки значень величини траєкторної похибки повороту 

β° nK ° kK ° mdX  м mdY  м GPSX  м GPSY  м tR  м 

5 30 90 928,8 588,9 890,0 614,8 46,6 

5 45 90 818,0 374,0 853,0 350,6 42,4 

5 60 90 655,1 195,4 623,3 216,6 38,2 

        

10 30 90 681,7 435,3 722,8 462,7 49,4 

10 45 90 608,4 289,2 570,5 263,9 45,6 

10 60 90 497,1 150,1 531,6 173,1 41,5 

        

15 30 90 413,5 267,0 458,5 237,0 53,9 

15 45 90 374,3 177,6 331,7 206,0 51,2 

15 60 90 326,8 98,0 286,2 125,1 48,8 

        

20 30 90 345,0 228,5 293,7 262,8 61,7 
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Продовження таб. 4.2. 

20 45 90 325,95 154,64 375,0 187,4 59,0 

20 60 90 287,06 86,5 239,5 118,3 57,2 

        

25 30 90 313,4 204,6 368,9 167,6 66,7 

25 45 90 302,15 140,8 248,8 176,4 64,2 

25 60 90 261,1 80,6 312,7 46,2 62,0 

30 30 90 279,28 187,3 216,8 145,6 75,2 

30 45 90 278,2 128,7 337,8 168,4 71,6 

30 60 90 248,4 71,9 304,8 109,5 67,8 

 

Проведений аналіз табл. 4.2 показує, що траєкторна похибка повороту 

для наведених поворотів дорівнює в середньому 55,7 м, з тенденцією зроста-

ти зі збільшенням кута перекладки пера керма. За даними наведеної таблиці 

побудовано номограму, яку представлено на рис. 4.18.  

 

 
 

Рис. 4.18. Номограма визначення похибки повороту 



 166 

За її допомогою можна оцінити величину траєкторної похибки повороту 

перед його початком. На номограмі нанесено шість ізоліній, які відповідають 

кутам кладки пера керма з кроком 5°.  

 

 

4.5. Висновки з четвертого розділу 

 

Четвертий розділ присвячений залежності безпеки судноводіння від век-

торіальної похибки керування судном. Представлено модель формування 

векторіальної похибки керування, яка є сумою систематичної і випадкової 

складових. Отримано залежність величини систематичної похибки керування 

від вибору динамічної моделі повороткості судна. Отримано процедуру 

визначення величини похибки )(S   з урахуванням динамічної моделі обер-

тального руху судна. 

Розроблено процедуру оцінки навігаційної безпеки повороту судна й за-

пропоновано вибір оптимального маршруту проведення відображенням 

навігаційної ситуації з інформацією про безпечність судноводіння. Наведено 

результати оцінки величини траєкторної похибки повороту судна за резуль-

татами натурних спостережень. 
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РОЗДІЛ 5.  

ТОЧНІСТЬ ВИЗНАЧЕННЯ МІСЦЯ СУДНА ПРИ НАДЛИШКОВИХ ЛІНІЯХ 

ПОЛОЖЕННЯ 

 

5.1. Щільність розподілу векторіальної похибки визначення місця судна 

 

Питання теорії і практики визначення місця судна методом ліній поло-

ження детально викладені в роботі [133]. Тут же розглянуто особливості ви-

значення місця судна при числі ліній положення більше двох. 

У загальному випадку лінія положення (ЛП) задається в прямокутній си-

стемі координат x0y, початок якої збігається з обчислюваною точкою судна 

або з іншою точкою з відомими географічними координатами. Лінія поло-

ження задається відносно початку системи координат x0y переносом   ir , тоб-

то довжиною нормалі від початку системи координат до   - їi  ЛП, і напрям-

ком градієнта навігаційного параметра   i , тобто – кутом між переносом   ir  

та віссю y обраної системи координат (рис. 5.1). Справжнє місце судна знахо-

диться на лінії iЛП , коли похибка лінії положення iξ  відсутня. Похибка ви-

мірювання навігаційного параметра iη  веде до появи похибки лінії положен-

ня iξ , яка викликає додаткове зміщення лінії положення iЛП  в напрямку гра-

дієнта навігаційного параметра, як показано на рис. 5.1. 

Рівняння лінії положення виражає зв'язок елементів лінії положення   i і 

  ir з координатами x і y iЛП , враховуючи похибку лінії положення iξ . Як ви-

пливає з рис. 5.1, рівняння iЛП  має такий вигляд: 

  

  sin cosi i ii x yr      . (5.1) 

 

Використовуючи кілька ліній положення для визначення обсервованного 

місця судна, виникає векторіальна похибка  R , яка характеризується двови-

мірною щільністю розподілу    ,f x y  та її коваріаційною матрицею. 
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Рис. 5.1. Зв'язок елементів лінії положення з її координатами 

 

Відомо [215], що випадкових величин iξ  (похибок ЛП) можна розглядати 

як координати n -вимірного простору  n , в якому розподілена одинична 

щільність, причому спільна щільність розподілу )ξ,...,(ξ n1g  визначається ча-

стковими (маргінальними) щільностями )(ξ iif  величин iξ . Площина  2 , на 

якій шукається розподіл вектора  R  є лінійною множиною простору  n , 

тобто кожній точці площини  2  відповідає точка в  n . Точці з координата-

ми   ,x y  на площині  2  відповідає точка з координатами iii rybxa iξ  

простору  n  [215]. Для розглянутого випадку   і  sin cosi i i ib   . Отже, 

зв'язок координат  2R  і  nR : 

 

 iii ryx   cossinξ i .  

 

З урахуванням отриманого виразу щільність      ,f x y  знаходимо, підста-

вляючи його у вираз для спільної щільності )ξ,...,(ξ n1g , тобто: 
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        1 1 1  , , , sin cos sin cosn n n nf x y A g x y r x y r          , 

 

де  nA   нормуючий множник, величина якого визначається виразом: 

 

   
2

1 1 1

1

, ,sin cos sin cos
R

n n n nA g x y r x y r dxdy   


 
         
  . 

 

Для незалежних випадкових величин iξ  їх спільна щільність розподілу 

 1, ,  ng    дорівнює добутку приватних щільності )(ξ iif . 

Тому отримаємо: 

 

   

 
2

1
1

1

,

де     .






  

 
   
  





, sin cos

sin cos
R

n

n i i i i
i

n

n i i i i
i

f x y A f x y r

A f x y r dx dy

 

 

 

 

Остаточно вираз для       ,f x y  набуває вид: 

 

 
 

 
2

1

1

sin cos

, .
sin cos

R

n

i i i i
i
n

i i i i
i

f x y r
f x y

f x y r dx dy

 

 





 


 




  

 

При надлишкових вимірюваннях навігаційних параметрів для визначен-

ня місця судна з мінімальною коваріаційною матрицею необхідно, щоб похи-

бки вимірювань були незалежними. Якщо ж похибки вимірювань залежні, то 

для стійких і безмежно-поділюваних розподілів систему залежних випадко-

вих величин ξ =( 1ξ ,… iξ ,… nξ ) можна представити системою незалежних ви-
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падкових величин η =( 1η ,… iη ,… nη ), мають таку ж спільну щільність розпо-

ділу. При цьому всі випадкові величини iξ  повинні мати однаковий закон ро-

зподілу й системи лінійних випадкових величин ξ =( 1ξ ,… iξ ,… nξ ) і 

η =( 1η ,… iη ,… nη ) повинні бути пов'язані лінійним ортогональним перетво-

ренням [212]. 

У цьому випадку наявні другі змішані моменти між випадковими вели-

чинами iξ  і jξ  системи залежних величин перетворюються на значення дис-

персій системи незалежних випадкових величин iη . Матрицю других момен-

тів вектора ξ =( 1ξ ,… iξ ,… nξ ) позначимо . Розглянемо новий n-вимірний ви-

падковий вектор η =( 1η ,… iη ,… nη ), який пов'язаний з вектором ξ  лінійним 

перетворенням [215]: 

 

Aξη  , тобто k

n

1k
jkj ξη A


 (j = 1,…n), 

 

де A – квадратна матриця з елементами jkA . 

Матриця других моментів введеної випадкової величини η , що позначе-

на M, пов'язана з матрицею  співвідношенням: 

 

 M = A  TA , (5.2) 

 

де TA  – транспонована матриця A. Будемо розглядати центровані випадкові 

величини iξ , математичне сподівання яких дорівнює нулю, тобтоE( iξ )= 0. 

Отже, і випадкові величини jη  також центровані (E( jη )= 0). Другі моменти 

випадкових величин ξ  і η  позначені відповідно через ikλ  і ikμ , причому: 
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ikλ = E( iξ kξ ), ikμ =E( iη kη ). 

 

Оскільки ранги розподілів векторних випадкових величин ξ  і η  однако-

ві, то з урахуванням співвідношення (3.8) можна записати [215]: 

 

 ikμ  = 


n

1 r,s jrA rsλ ksA . (ik) (5.3) 

 

Як показано в [215], якщо як матрицю перетворення A вибрати ортогона-

льну матрицю, то її елементи можна підібрати таким чином, що матриця дру-

гих моментів M буде діагональною. Це означає, що другі змішані моменти 

ikμ = 0 при i  k (5.3) і матриця других моментів M містить n діагональних 

елементів, які є дисперсіями тепер вже некорельованих випадкових величин 

jη . 

При гаданої простоті операції перетворення системи залежних випадко-

вих величин iξ  в систему незалежних kη  залишається відкритим питання 

пошуку ортогональної матриці A, яка дозволяє перетворити матрицю других 

моментів  випадкового вектора ξ  в діагональну матрицю других моментів 

М вектора η  з незалежними компонентами iη .  

Можна запропонувати кілька способів формування ортогональної матри-

ці A. Однак розглянемо спосіб пошуку матриці A, який заснований на методі 

обертань [212]. Довільна ортогональна матриця A може бути отримана в ре-

зультаті послідовних обертань в n-вимірному просторі, причому її елементи 

ijA  залежать тільки від функцій кутів обертання, тобто ijA  є функцією sin і 

cos n(n – 1)/2 кутів обертання.  

Пропонований спосіб пошуку елементів ортогональної матриці A поля-

гає в одночасному формуванні матриць A і М, маючи матрицю других момен-

тів  вихідної системи залежних випадкових величин ξ . Причому в цьому 
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способі використаний метод обертань. Виконується n(n-1)/2 послідовних обе-

ртань, в результаті кожного з яких визначається проміжна матриця iA , вилу-

чає один з недіагональних елементів матриці . Так, для вилучення першого 

недіагонального елемента IKλ  з матриці  виконується обертання на кут 1α , 

який знаходиться з наступного аналітичного виразу [212]: 

 

KKII

IK
1 λλ

2λtg2α


 . 

 

За отриманим значенням 1α  обчислюється проміжна матриця 1A , елеме-

нти якої в загальному випадку знаходять за формулою [212]: 

 

ikA = i
k

δ [1+(cos 1α -1)( i
I

δ - i
K

δ )] + sin 1α ( i
K

δ I
k

δ - i
I

δ K
k

δ ), 

 

де i
k

δ , i
I

δ , i
K

δ , I
k

δ , K
k

δ  – символи Кронекера рангу 2, що визначаються такими 

умовами: 

i
k

δ  = 0, при (ik), 

i
k

δ  = 1, при (i=k). 

 

При цьому отримуємо матрицю )1( , яка замість елемента IKλ  містить 

нуль, причому )1( = 1-
1

A  1A . 

Потім аналогічним чином за допомогою матриці 2A  матриця других 

моментів )1(  перетворюється до матриці )2( , в якій вилучається наступний 

недіагональний елемент. Повторюючи зазначену операцію n(n-1)/2 раз, вилу-

чаються всі недіагональні елементи, і формується шукана матриця М, причо-
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му М= )1)/2n(n(  , ортогональна ж матриця А знаходиться шляхом множення 

проміжних матриць iA :  

 

A = 1A 2A … iA … 1)/2-n(nA . 

 

Особливості індексації -символов Кронекера полягає в наступному. Ін-

декси маленькими буквами належать до обчислюваного елементу матриці 

ijA , індексація великими літерами належить до вилучуваного недіагонально-

го елементу IKλ . З матриці  першим вилучається елемент індексація вели-

кими літерами відноситься до вилучуваного недіагонального елементу IKλ , 

який має максимальне значення. Цього принципу дотримуються відносно на-

ступних матриць )1( , )2(  і т. д., тобто в них першим вилучається максима-

льний недіагональний елемент. 

Розглянемо коваріаційну матрицю векторіальної похибки, для чого ви-

бираємо прямокутну систему координат з осями різниці широт Δ  і приро-

щення відшестя Δw , як показано на рис. 5.2, то коваріаційна матриця 

)Δw,K(Δ  векторіальної похибки  R  визначається наступним чином: 

 

(2)(2)
w

(2)
w

(2)
w

μμ

μμ
)w,K(



   

 

де (2)μ


 і (2)
wμ  – другі центральні моменти (дисперсії) складових Δ  і Δw  век-

торіальної похибки  R , а (2)
w

μ


 – другий центральний змішаний момент цих же 

складових. У цьому випадку рівняння лінії положення (5.1) набуває вид: 

 

 iiii coswsinξ  r  .    (5.4)  
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Рис. 5.2. Прямокутна система координат Δw0Δ  

  

Як показано в роботі [140], елементи коваріаційної матриці )w,K(   

залежать від закону розподілу похибок ліній положення iξ  і методу розраху-

нку обсервованих координат судна за n лініями положення. Коваріаційна мат-

риця )w,K(   досягає мінімального значення min)w,K(   при розрахунку 

обсервованої точки методом максимальної правдоподібності, який враховує 

закон розподілу похибки iξ . У разі розподілу похибки iξ  за законом Гаусу 

методом максимальної правдоподібності є метод найменших квадратів або 

метод найменшої квадратичної форми (для залежних похибок iξ ).  

У судноводінні для розрахунку обсервованих координат судна при над-

лишкових лініях положення застосовується метод найменших квадратів, при-

пускаючи нормальний розподіл похибок вимірювання навігаційних парамет-

рів iη  і, отже, похибок ліній положення iξ . Як відомо з навігації, похибка iξ  

підпорядковується тому ж закону розподілу, що й похибка iη  з урахуванням 

значення градієнта відповідного навігаційного параметра [133]. Тому зацікав-

лює випадок оцінки коваріаційної матриці )w,K(  , коли розрахунок обсе-

рвованих координат при наявності надлишкових ліній положення проводить-

0 
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ся методом найменших квадратів, а закон розподілу похибок iξ  відрізняється 

від нормального. 

У загальному випадку для пошуку виразу коваріаційної матриці 

)w,K(   векторіальної похибки будемо слідувати підходу, викладеному в 

роботі [152]. Для оцінювання реального місця судна проводиться вимірюван-

ня n  навігаційних параметрів, а обсервована точка – це оцінка реального мі-

сця судна за n  ЛП. Через обмежену кількість ЛП обсервовані координати є 

випадковими величинами. 

Прирощення координат w  і   для оцінки обсервованої точки за до-

помогою n  ліній положення можна розглядати як невідомі параметри, які мі-

стяться в рівняннях кожної лінії положення. Тому завдання оцінки коваріа-

ційної матриці векторіальної похибки за n  лініями положення, що містять 

випадкові похибки, можна розглядати, як завданьу оцінки точності парамет-

рів, отриманих за сукупністю здійснених вимірювань, що містять шукані па-

раметри поряд з випадковими похибками. 

У роботі [140] отримано вираз коваріаційної матриці )w,K(   векторі-

альної похибки під час визначення місця судна за n  лініями положення, дійс-

на щільність розподілу похибок яких )f(  не збігається з передбачуваною 

щільністю розподілу )( , прийнятою в алгоритмі розрахунку обсервованих 

координат методом максимальної правдоподібності: 
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2 )cossin()sin)(cos(  ; 

i  – напрямок градієнта навігаційного параметру. 
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Невласні інтеграли p  і q  залежать від обох щільностей )f( , )(  і ви-

значаються виразами: 

 



 df




R1

2}]
)(

)(
){[(p ,        (5.6) 
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


 df .   (5.7) 

 

Для випадку, коли щільності )(f  і )(  збігаються (передбачуваний за-

кон розподілу є дійсним) коваріаційна матриця векторіальної похибки досягає 

мінімального значення min)Δw,K(  , яка, як показано в роботі [140], виража-

ється таким чином: 
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де невласний інтеграл s :  

 



 d

f

f





R1 )(

)]([
s

2

.     (5.9) 

 

Розглянемо залежність точності обсервованого місця судна від числа лі-

ній положення n , співвідношення кутів напрямку градієнтів навігаційних па-

раметрів iα  і дисперсій похибок ліній положення. Як характеристики точнос-

ті обсервованого місця судна виберемо скалярну величину – дисперсію RD  

модуля випадкового вектора R , яку можна отримати з виразу (5.8) коваріа-

ційної матриці min)Δw,K(  . 
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При цьому враховуємо, що дисперсії wD  і D  складових Δw  і Δ  ви-

падкового вектора R  знаходяться на головній діагоналі матриці 

min)Δw,K(  . Тому DDDR  w , або: 
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Припустимо, похибки ліній положення iξ  мають нормальний розподіл з 

однаковою дисперсією 2 . Знайдемо вираз для невласного інтеграла s (5.9), 

враховуючи, що щільність розподілу: 
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Отже, вираз для інтеграла s набуває наступного вигляду: 

 

 



 d

f

f





R1 )(

)]([
s

2

= 24

2 1)(
R1 σ

df
σ

 
.    (5.10) 

 

Остаточний вираз для дисперсії RD : 
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Аналіз отриманого виразу показує, що дисперсія модуля векторіальної 

похибки RD  залежить від дисперсії похибки лінії положення 2 , орієнтації 

ліній положення   i  і їх числа n. За інших однакових умов дисперсія RD  лі-

нійно залежить від дисперсії похибки лінії положення 2 . 

Для характеристики залежності RD  від   i і n проводився розрахунок 

дисперсії RD  при заданих значеннях величин   i  і n, причому значення чис-

ла ліній положення n для обсервації місця судна вибиралися від 2 до 10. Ре-

зультати розрахунку RD  наведені в табл. 5.1. 

 

Таблиця 5.1.  

Залежність дисперсії RD  від числа ліній положення 

n 2 3 4 5 6 7 8 9 10 

RD  50 33,3 25 20,8 16,6 14,6 12,9 11,3 10 

 

Як випливає з табл. 5.1, дисперсія векторіальної похибки зменшується з 

ростом числа ліній положення n, використаних для обсервації, причому в ро-

зглянутих прикладах дисперсія зменшується в 5 разів. При використанні для 

обсервації чотирьох ліній положення дисперсія векторіальної похибки дорів-

нює дисперсії похибок ліній положення, а при десяти лініях положення дис-

персії RD  у 2,5 рази менше, ніж 2 . 
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5.2. Ефективність обсервованих координат 

 

Відношення значень мінімально можливої коваріаційної матриці 

min)Δw,K(  , отриманої за умови, що передбачувана й дійсна щільності роз-

поділу збігаються, до коваріаційної матриці )Δw,K(  , в якій згадані щіль-

ності можуть не збігатися, характеризує ефективність е обсервованих коор-

динат судна: 

)Δw,K(
)Δw,K(e min







 . 

 

 З урахуванням виразів (5.5) і (5.8) отримаємо:  
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або 


 2q
p/

s
1e , тобто остаточно отримаємо: 

 
ps
qe

2
 .      (5.11) 

 

Надалі розглянемо оцінку ефективності обсервованих координат судна, 

розрахованих способом найменших квадратів, тобто передбачуваної є щіль-

ність нормального закону розподілу, а дійсна щільність може відрізнятися від 

передбачуваної. 

Під час визначення місця судна вимірювання навігаційних параметрів 

проводиться в конкретних умовах, які впливають на точність спостережень, і 

часто дисперсія похибок вимірювань навігаційних параметрів у процесі об-

сервації відрізняється від апріорної дисперсії, отриманої раніше в результаті 



 180 

обробки статистичних матеріалів. У такій ситуації дійсна й передбачувана 

щільності розподілу ймовірностей похибок ліній положення є нормальними, 

але мають різні дисперсії. Позначимо дисперсію передбачуваного апріорного 

розподілу 2
mσ , а дисперсію дійсного розподілу 2

rσ . 

Як показано в Додатку В, невласні інтеграли (5.6), (5.7) і (5.9) для розг-

лянутого випадку мають таке значення: 
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1s  , 

 

а ефективність (5.11) оцінюється наступним виразом: 

 

1)
σ
1

σ
σ/(

σ
1

ps
qe 2

r
4
m

2
r

4
m

2
 . 

 

Таким чином, якщо дійсна й передбачувана щільності розподілу ймовір-

ностей похибок ліній положення є нормальними, то незалежно від співвід-

ношення їх дисперсій ефективність обсервованих координат судна дорівнює 

1. 

Розглянемо ефективність обсервованих координат судна, якщо дійсна 

щільність розподілу ймовірностей похибок ліній положення є щільністю 

змішаного розподілу першого типу. 

У цьому випадку передбачувана щільність розподілу похибок )(  є но-

рмальною, а дійсна щільність відноситься до змішаного розподілу першого 

типу, яка має наступний аналітичний вигляд [140]:  
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 Для зручності запишемо: 
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  – нормуючий множник; 

m – істотний параметр, який набуває цілочисельні значення; 

 – масштабний параметр. 

Передбачувана щільність нормального розподілу:  
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У Додатку В отримані вирази для невласних інтегралів q, p, і s, які мають 

такий вигляд:  
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У цьому випадку ефективність: 

 

13m2m
31e 2 

 . 

 

Таким чином, ефективність оцінювання обсервованих координат, розра-

хованих методом найменших квадратів в разі, коли випадкові похибки навіга-

ційних вимірювань розподілені за першим змішаним законом менше одиниці, 

а її значення залежно від істотного параметра наведені в табл. 5.2. 
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Таблиця 5.2. 

Ефективність змішаного розподілу першого типу 

m 1 2 3 4 5 6 

e 0,5 0,8 0,893 0,934 0,955 0,968 

 

З наведеної таблиці випливає, що з ростом m  змішаний розподіл прагне 

до нормального а ефективність – до одиниці. 

Розглянемо випадок, коли похибки ліній положення розподілені за дру-

гим змішаним законом, щільність якого має наступний аналітичний вигляд 

[140]:  
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 Передбачуваний розподіл є нормальним з щільністю )(φ  : 
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У Додатку В отримані вирази невласних інтегралів q, p, і s для розгляну-

того випадку:  
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)5m(2
1)m(3)m2(s

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
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. 

 

Вираз для ефективності має наступний вигляд: 

 

3m52m
31e 2 

 . 

 

У таблиці 5.3 наведені значення ефективності для різних значень для 

змішаного розподілу другого типу. 

Таблиця 5.3. 

Значення ефективності e другого змішаного розподілу 

m  1 2 3 4 5 

e 0,7 0,857 0,917 0,945 0,962 

 

Розглянуті випадки показують, що застосування методу найменших ква-

дратів і найменшої квадратичної форми в разі, якщо дійсні розподіли не збі-

гаються з нормальними, збільшує коваріаційну матрицю похибок вимірюван-

ня в e 1  разів порівняно з мінімально можливою. У обох випадках ефектив-

ність зростає з ростом m, оскільки зі зростанням m щільність f() асимптоти-

чно наближається до щільності нормального закону розподілу. 

Розглянемо ефективність e обсервованих координат судна при розподілі 

похибок ліній положення за узагальненим законом Пуассона. Оскільки уза-

гальнений розподіл Пуассона визначається істотним параметром c  і масшта-

бним параметром  , то знайдемо залежність ефективності e від істотного па-

раметра c , для чого скористаємося нормованими щільностями нормального 

)(x  і узагальненого пуассоновського f(x) [140] розподілів:  
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Похідні, необхідні для визначення невласних інтегралів p і q, мають ви-

гляд:  
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Тому інтеграл }dx
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отриманих виразів набуває вигляд: 
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 Однак, для нормованого узагальненого розподілу Пуассона c2 , тому 

cp . 

 Для пошуку інтеграла s  знаходимо (x)
x
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якщо позначити інтеграл в останньому виразі: 
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Для значень істотного параметра c  від 3 до 20 були розраховані значення 

ефективності e, а результати розрахунку представлені в табл. 5.4. 

 

Таблиця 5.4. 

Залежність ефективності e від істотного параметра c  

c  2,3 3 5 10 15 20 

e  1,0 0,7 0,4 0,2 0,133 0,1 

 

З табл. 5.4 випливає, що з ростом істотного параметра c  ефективність 

зменшується. Тому для розрахунку обсервованих координат судна при над-

лишкових лініях положення, похибки яких розподілені за законом, який відрі-

зняється від нормального, слід замість методу найменших квадратів застосо-

вувати метод максимальної правдоподібності. 

 

 

5.3. Застосування методу максимальної правдоподібності для оцінки 

ефективних координат судна 

 

Якщо слідувати [152], розглядаючи незалежні ЛП як вимірювання, за 

якими слід оцінити невідомі координати істинного місця судна, а оцінками є 

обсервовані координати, то для реалізації методу максимальної правдоподіб-

ності необхідно спочатку скласти функцію правдоподібності, яка для даного 

випадку буде мати вигляд: 

 





n

ii1
ii )(ξf)r,αY,X,(L

i
, 
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або  





n

iii1
iii )rYcosα(Xsinαf)r,αY,X,(L

i
.  

 

Причому несуттєвою є однотипність або різнотипність розподілу похи-

бок ЛП, важлива лише їх незалежність. 

Для пошуку ефективних оцінок використовують не саму функцію прав-

доподібності L(X,Y, iα , ir ), а її логарифм, тобто:  

 

 ])rYcosα(Xsinαfln[)]r,αY,X,(ln[L
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iii 


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i
,  

або 

]
n

1i
iii

)rYcosα(Xsinαfln[)]r,αY,X,(ln[L iii 


 . 

 

Тепер необхідно знайти такі значення X =
c

X  і Y=
c

Y , при яких 

ln L(X,Y, iα , ir ) досягає максимуму. Припустимо, що перша похідна функції 

правдоподібності існує і є неперервною. Тому для пошуку 
c

X  і 
c

Y  необ-

хідно розв’язати систему рівнянь правдоподібності, яка має такий вигляд:  
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  (5.12) 

 

Розв’язком даної системи рівнянь X=
c

X  і Y=
c

Y  є ефективні значення 

шуканих прирощень координат до обчислюваних координат. 

Для зручності пошуку значень 
c

X  і 
c

Y  враховуємо, що:  
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irYcosαXsinαξ iii  .  

 

Тому за правилами диференціювання складної функції [216] можна за-

писати наступний вираз, що входить у рівняння правдоподібності: 
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Оскільки iαsinξ
X i 
 , то справедливою є наступна рівність: 
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Аналогічно:  
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однак iαcosξ
Y i 
 , тому: 

 

 
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1i ii

n

1i
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.  (5.14)  

 

Система рівнянь правдоподібності (5.10) з урахуванням (5.13) і (5.14) на-

бирає вигляду: 
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    (5.15) 

 irYcosαXsinαξ iii  . 

 

Враховуємо, що в загальному випадку справедливе співвідношення: 
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тому, з урахуванням наведеної рівності, система рівнянь правдоподібності 

(5.15) набуває наступного вигляду: 
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     (5.16) 

irYcosαXsinαξ iii  . 

 

У разі нормального розподілу похибок ЛП iξ  вираження для пошуку 

ефективних оцінок прирощення координат знаходимо, з огляду на аналітич-

ний вигляд щільності: 
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Для складання рівнянь правдоподібності слід знайти вираз: 
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Тому (5.16) набуває вигляд: 
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 irYcosαXsinαξ iii  . 

 

З урахуванням останньої рівності: 
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Введемо позначення: 
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З урахуванням прийнятих позначень отримаємо систему рівнянь: 
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CBYAX ,
  

  

розв’язуючи яку отримаємо значення X і Y, що є ефективними оцінками при-

рощень координат, тобто cX = X, cY  = Y, причому: 

 

 cX = 2BAD
BECD


 , cY = 2BAD

BCAE

 .    (5.17) 

 

Для змішаних розподілів першого й другого типу щільність розподілу в 

загальному вигляді можна записати в такий спосіб: 
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Знайдемо вирази для: 
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Очевидно,  
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Система рівнянь правдоподібності для розглянутого випадку набуває на-

ступного вигляду: 
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     (5.18) 

 irYcosαXsinαξ iii  . 

 

Розглянемо розв’язання отриманої нелінійної системи рівнянь методом 

простої ітерації. Для цього в чисельники перших двох рівнянь (5.18) підстав-

ляємо вираз для iξ , скорочуючи їх на )b( n : 
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 Перше рівняння можна записати в наступному вигляді: 
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звідки 
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Отримали рівняння, в лівій частині якого знаходиться змінна X. 

Аналогічно, з другого рівняння системи (5.18) знаходимо вираз для дру-

гої невідомої змінної Y: 
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Отримані рівняння складають систему нелінійних рівнянь, яка 

розв’язується методом простих ітерацій [217], причому як початкове набли-
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ження приймаються 
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Розглянемо застосування методу максимальної правдоподібності для ро-

зрахунку обсервованих координат судна при розподілі похибок ліній поло-

ження за узагальненим законом Пуассона. Для реалізації методу максималь-

ної правдоподібності необхідно скласти функцію правдоподібності, викорис-

товуючи вираз для щільності: 
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Отже: 

 

















)]
2

exp([

)]}
2

exp(1[{

)(

)(

2

2

1

2

2

1
3

















k
aB

kk
aB

f

f

k
k

k
k

)]
2

exp([

)]
2

exp(1[

2

2

1

2

2

1
2









k
a

kk
a

k
k

k
k












 . 

 

Система рівнянь правдоподібності для розглянутого випадку набуває на-

ступного вигляду: 
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 irYcosαXsinαξ iii  . 

 

Розглянемо розв’язання отриманої нелінійної системи рівнянь методом 

простої ітерації. Перше рівняння можна записати в наступному вигляді: 
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Отримали рівняння, в лівій частині якого знаходиться шукана змінна X. 

Аналогічно, з другого рівняння системи (5.20) знаходимо вираз для другої 

невідомої змінної Y: 
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з якого випливає шуканий вираз для змінної Y : 
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Отримані рівняння складають систему нелінійних рівнянь, яка 
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розв’язується методом простих ітерацій, причому як початкове наближення 

приймаються 
o

XX   і 
o

YY  : 

Початкові значення змінних X і Y підставляються в третє рівняння, потім 

ті ж змінні й значення iξ  підставляються в праві частини першого та другого 

рівнянь системи (5.19), в результаті чого розраховують чергові наближення шу-

каних змінних, які є вихідними для чергової ітерації. Розрахунок обсервованих 

координат за надлишковими лініями положення, похибки яких підкоряються 

узагальненому закону Пуассону, за допомогою (5.19) забезпечує мінімальну 

коваріаційну матрицю векторіальної похибки.  
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   (5.21) 
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5.4. Висновки з п'ятого розділу 

 

П'ятий розділ присвячено питанням точності визначення місця судна при 

надлишкових лініях положення. Отримано аналітичний вираз для щільності 

розподілу векторіальної похибки визначення місця судна, показано, що воно 

залежить від числа ліній положення, закону розподілу їхньої похибки й кутів 

між напрямками їхніх градієнтів.  

Для різних законів розподілу похибок ліній положення при їх надмірній 

кількості отримано аналітичні вирази розрахунку ефективності обсервованих 

координат судна в разі їх обчислення методом найменших квадратів. 

Отримано аналітичні вирази для розрахунку ефективних координат судна 

методом максимальної правдоподібності, що забезпечує їх мінімальну коварі-

аційну матрицю.  
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РОЗДІЛ 6.  

РОЗРОБКА УНІВЕРСАЛЬНОГО МЕТОДУ РОЗРАХУНКУ ЕФЕКТИВНИХ 

КООРДИНАТ СУДНА ПРИ НАДЛИШКОВИХ ВИМІРЮВАННЯХ 

 

6.1. Ортогональне розкладання щільності розподілу похибок вимірювань 

в ряд Грама-Шарльє типу А 

 

Згідно з роботою [140] одновимірна щільність розподілу похибок навіга-

ційних вимірювань у багатьох випадках не виражаються в елементарних фу-

нкціях, що ускладнює аналітичний опис двовимірної щільності розподілу по-

хибок і обчислення за нею кількісних оцінок.  

Часто статистичні матеріали похибок навігаційних вимірювань погано 

узгоджуються з відомими законами розподілу, однак дають можливість роз-

рахувати центральні моменти розподілу, що дозволяє використовувати орто-

гональне розкладання для опису щільності розподілу випадкових величин.  

Оціновання надійності судноводіння можлива завдяки відомому закону 

розподілу траєкторної похибки, причому аналітичний вид її щільності одноз-

начно визначається виразом законів розподілу похибок навігаційних вимірю-

вань.  

Розподіл похибок навігаційних вимірювань близький до нормального за-

кону, тому можна скористатися результатами роботи [215], в якій показано, 

що щільність розподілу )x(f  центрованої і нормованої випадкової величини 

x можна подати у вигляді розкладання в ряд Грама-Шарльє типу А: 

 

, ... !i/)x(φc... !2/)(xφc)x(φc)x(φc)(xf (i)
i

(2)
2

(1)
10   

 

де )2/x(exp)π2((x)φ 21/2    – нормальна щільність нормованої випадкової 

величини; 

(x)φ(i) – похідні вищих порядків щільності (x)φ . 
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Як показано в роботі [215], похідні вищих порядків (x)φ(i)  виражаються 

через ортогональні поліноми Ерміту:  

 

)2/x(exp}])2/x(exp[
dx
d{1)((x)H 22

i

i
i

i  , 

 

причому коефіцієнти ic  обчислюються за формулами: 

 

.dx)2/x(exp(x)H)1()π2(c 21/2
i

i
i 





  

 

У разі, коли випадкова величина є ненормованою, розкладання має такий 

вигляд:  

 ..,!)/ix(φc...!/2)x(φc)x(φc)x(φc)x(f )((2)
2

(1)
10

i
i   (6.1)  

  

де )/2σx(expσπ)(2(x)φ 2211/2    і (x)φ)(x/σH)1((x)φ 2
i

ii)(  , причому  

– дисперсія вихідної щільності )x(f . 

Якщо для нормованої нормальної щільності ортогональність поліномів 

Ерміта доведена в роботі [215], тобто їм притаманна властивість, що виража-

ється в такий спосіб: 

 

 ,
nmпри0

nmпри!n
dx)2/x(exp(x)H(x)H

,

2
nm





 







   (6.2) 

 

то для ненормованої нормальної щільності властивість ортогональності полі-

номів Ерміта необхідно довести. У Додатку Д1 наведено доказ, що поліноми 

Ерміта ненормованої випадкової величини є ортогональними. 
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Для пошуку виразу коефіцієнтів νc  множимо ліву й праву частини вира-

зу (6.1) на )σ/(xH 2
ν , почленно інтегруючи й використовуючи властивість 

ортогональності поліномів Ерміту: 
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 Звертаємо увагу на те, що всі члени ряду (6.1), крім члена з коефіцієн-

том νc , містять добуток поліномів Ерміту з різними індексами, що через вла-

стивості ортогональності поліномів звертає їх добутки в нуль. 

Отже:  

 

 
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dx)(x/σHf(x) 2
v )dx/2σx(exp)(x/σH)(x/σH

)! σ(v)(2π
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.  (6.3) 

 

Використовуючи властивість ортогональності для добутку поліномів Ер-

міта з однаковими індексами, отримаємо: 
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dx)(x/σ(x)Hfσc 2
vv
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



. 

 

Невласний інтеграл в правій частині рівності є багаточленом від момен-

тів щільності розподілу )x(f . У підінтегральному виразі слід враховувати 
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тільки парні поліноми Ерміту, оскільки непарні містять змінну x тільки в не-

парних ступенях, що визначає їх нульові значення. Коефіцієнти з парними ін-

дексами s2c  (s=1,2,…) мають такий вигляд: 
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, 

 

де 
iν

a  – мають коефіцієнти при змінній x в поліноми Ерміту. 

Коефіцієнти sc
2

 виражаються в такий спосіб: 

 

 4c = 3σ/μ 4
4  ;  (ексцес) 

 6c = 30σ/μ15σ/μ 4
4

6
6  ; 

 8c = 315σ/μ210σ/μ28σ/μ 4
4

6
6

8
8  ; 

 10c = 3780σ/μ3150σ/μ630σ/μ45σ/μ 4
4

6
6

8
8

10
10  ; 

 12c = 51975σ/μ13860σ/μ1485σ/μ66σ/μ 6
6

8
8

10
10

12
12  . 

 

Вираз (6.1) для ортогонального розкладання щільності )x(f  з урахуван-

ням отриманих результатів набуває вигляду:  

 

,])σ/(xH
!s)(2

c
1[)σ2/x(expσ)2π((x)f 2

2
2

2

2211/2
s

s

s



  

 

У котрому 2σ  і s2
μ  обчислюються за вихідною щільністю )x(f , а вирази для 

парних поліномів Ерміту наведені нижче: 

 )(H 4 y = 36 24  yy ; 
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 )(H 6 y = 154515 246  yyy ;  

 )(H 8 y = 10542021028 2468  yyyy ; 

 )(H 10 y = 9454725315063045 446810  yyyyy ; 

 )(H 12 y = 10395623705197513860148566 24681012  yyyyyy . 

 

У даних виразах 2σ/xy .  

Таким чином, ортогональне розкладання щільності ймовірностей похиб-

ки навігаційних вимірювань в ряд Грама-Шарльє типу А можна використову-

вати як щільність їх розподілу. 

 

 

6.2. Аналіз збіжності щільності розподілу похибок навігаційних параме-

трів з її ортогональним розкладанням 

 

Проаналізуємо збіжності щільності розподілу похибок навігаційних па-

раметрів з її ортогональним розкладанням залежно від числа його доданків. З 

цією метою для кількох відомих законів розподілу виконаємо ортогональне 

розкладання їхньої щільності й порівняємо значення вихідної щільності роз-

поділу з її ортогональним розкладанням.  

Оскільки крива щільності закону розподілу є симетричною відносно ма-

тематичного сподівання, то для аналізу розглянемо тільки додатні значення 

похибки  в межах від 0 до 6, – практично весь інтервал можливих значень 

похибки. Розіб'ємо вказаний інтервал на 24 відрізка однакової довжини (по 

0,25). Для кожного i-го відрізка обчислюємо значення вихідної щільності 

)ξ( if  і щільності )ξ(f i , що є ортогональним розкладанням вихідної щільно-

сті, причому значення  i  відповідає середині i -го відрізка. Як критерій збігу, 

що характеризує відповідність ортогонального розкладання )ξ(f i  вихідної 

щільності )ξ( if , обрана наступна сума: 
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,}
)ξ(

])ξ(f)ξ([{
24
1Э 1/2
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2
ii

24

1i f
f 

 


 

 

що виражає відносне ухилення щільності )ξ( if  від її розкладання. Як вихідні 

щільності вибираємо щільності змішаного розподілу першого й другого типу, 

а також щільність узагальненого розподілу Пуассона. 

Наведемо вираз для ортогонального розкладання за допомогою поліно-

мів Ерміта з урахуванням перших п'яти членів розкладання: 

 

,]Φ1[)2/y-(exp)(2π(y)f
6

2j
j

21/2 


   

де .(y)H
!j2

c
Φ j2

j2
j   

Докладні вирази для 
j

Φ  мають такий вигляд: 

 

 ;!4/3)y6(y3)(μΦ 24
42   

 ;!6/)15y45y15(y30)μ15(μΦ 246
463   

 ;!8/)15y45y15(y315)μ210μ28(μΦ 246
4684   

 )3780μ3150μ063μ45(μΦ 468105   

  ;!10/945)y4725y3150y630y45(y 246810   

)51975μ51975μ13860μ1485μ66(μΦ 46810126    

  .!12/10395)y62370y51975y13860y1485y66(y 24681012   

 

Маючи вираз для ортогонального розкладання, можна його використо-

вувати замість вихідної щільності, тільки потрібно в формули для 
j

Φ  підста-

вити центральні моменти 
m

μ  вихідної щільності, попередньо перетворивши 

її до нормованої. 
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Розглянемо як вихідну щільность розподілу центрованої похибки  

змішаного закону першого типу, яка має наступний аналітичний вид [140]:  

 

,
λ)/2(ξ

A)ξ( 1n2
n

1 
f  

де А
n

 – нормуючий множник;  

 – масштабний параметр; 

n – істотний параметр. 

Перетворимо отриману щільність до нормованого вигляду, для чого дос-

татньо використати формулу [215]: 

 

,)η(μμ)η(g 1/2
2

1/2
2 f  

 

де 1/2
2μ/ξη  – нормована похибка з одиничною дисперсією; 

2
μ – дисперсія випадкової величини ; 

)η(g  – нормована щільність розподілу.  

Для даної щільності )ξ(1f  дисперсія дорівнює 
1n2

λ2μ 2 
  і відповідна 

нормована щільність )η(g1  має наступний вигляд: 

 

.
1)1)(2n/(η

B)η(g 1n2
1

1 
  

 

Тут 
!(2n)π1)(2n

]!(n)[2B 1/2

22n

1


  – нормуючий множник. 

Центральні парні моменти 
2m

μ  нормованої випадкової величини  ви-

значаються виразом: 
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.
!m!m)(n!(2n)

!(2m)!]m)(n[2!n1)(2nμ
m(1)

2m 


  

 

Для розрахунку значень нормованої щільності )η(g1  необхідно обчисли-

ти значення множника В
1
. У даному дослідженні розглянемо нормовану 

щільність з істотним параметром n, що набуває значення 2, 4, 6, 8, 10. Тому в 

табл. 6.1 наведені чисельні значення нормуючого множника 1B  для зазначе-

них значень істотного параметра n. 

Таблиця 6.1. 

Значення нормуючого множника 1B  

n 2 4 6 8 10 

1B  0,49031 0,440213 0,4256591 0,4187223 0,4146626 

 

У табл. 6.2 наведені результати розрахунку центральних парних момен-

тів змішаного закону розподілу першого типу від 
4

μ  до 
12

μ  для істотних па-

раметрів n= 2, 4, 6, 8, 10. 

 Таблиця 6.2.  

Значення центральних парних моментів 

n m 2 4 6 8 10 

4 9 4.2 3.667 3.462 3.353 

6 - 49 28.81 23.60 21.23 

8 - 2401 443.67 275.35 217.25 

10 - - I464I.0 5310.3 3377.3 

12 - - I77I56I.0 175240.4 78428.5 

 

Очевидно, що залежно від n ортогональне розкладання )ξ(f1  містить рі-

зну кількість складових 
j

Φ , оскільки порядок парного центрального моменту 
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в даному типі щільності не може перевищувати істотного параметра n, тобто 

nm  . З урахуванням отриманих значень моментів 
2m

μ  наведемо вирази для 

ортогонального розкладання )y(f1  залежно від значення істотного параметра 

n (n = 2, 4, 6, 8, 10): 

 

;]Φ1[2)/y(exp)(2π(y)f (2)
1

21/2(2)
1    

;]ΦΦΦ1[2)/y(exp)(2π(y)f (4)
3

(4)
2

(4)
1

21/2(4)
1    

;]ΦΦΦΦΦ1[2)/y(exp)(2π(y)f (6)
5

(6)
4

(6)
3

(6)
2

(6)
1

21/2(6)
1    

;]ΦΦΦΦΦ1[2)/y(exp)(2π(y)f (8)
5

(8)
4

(8)
3

(8)
2

(8)
1

21/2(8)
1    

]ΦΦΦΦΦ[1/2)exp(-y)(2π(y)f (10)
5

(10)
4

(10)
3

(10)
2

(10)
1

21/2(10)
1   . 

 

З метою вивчення властивостей ортогонального розкладання для кожної 

щільності, крім n = 2, розраховували критерій ефективності при різній кіль-

кості складових 
j

Φ , тобто спочатку в ортогональному розкладанні )y(f )(n
1  

враховували тільки перший доданок )(n
1Φ  і розраховували ефективність )(n

1Э . 

Потім обчислювали значення )(n
2Э  зберігаючи в розкладанні )y(f )(n

1  два дода-

нки )(n
1Φ  і )(n

2Φ . Аналогічно знаходили ефективність для розкладання з трьо-

ма, чотирма й п'ятьма складовими. Результати розрахунку ефективності )(n
iЭ  

застосування розкладання )y(f )(n
1  замість вихідної щільності g

1
(y) при різній 

кількості доданків )(n
iΦ  наведені в табл. 6.3.  

Як випливає з наведеної таблиці, найкраща ефективність ортогонального 

розкладання досягається в разі, коли вона містить тільки один доданок )(n
1Φ , 

причому )(n
iЭ  поліпшується зі зростанням n, тобто оптимальне ортогональне 

розкладання виражається у формі: 
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,]Φ1[)2/y(exp)π2((y)f (n)
1

21/2(n)
1    

 

де 24/)36(y)3μ((y) 24(n)
4

(n)
1  y .  

Як показали проведені дослідження, приєднання додаткових членів роз-

кладання погіршує його точність.  

Таблиця 6.3  

Результати розрахунку ефективності )(n
iЭ  

n )(n
1Э  )(n

2Э  )(n
3Э  )(n

4Э  )(n
5Э  

2 0,175 - - - - 

4 0,0216 0,085 1,11 - - 

6 0,0094 0,0193 0,0547 0,334 7,09 

8 0,0055 0,0085 0,0141 0,0406 0,188 

10 0,0037 0,0048 0,0057 0,0115 0,0313 

 

Наступним розглянемо змішаний закон розподілу центрованої похибки  

другого типу, щільність якого має наступний аналітичний вигляд [140]:  

 

,
)λ2/ξ(

D)ξ( 3/2n2
n

2 
f  

 

де 
n

D  – нормуючий множник розподілу; 

 – масштабний параметр розподілу;  

n – істотний параметр розподілу, який набуває тільки цілочисельні значення. 

Перетворимо зазначену щільність до нормованого виду аналогічно попе-

редньому випадку, з огляду на те, що дисперсія розподілу дорівнює 
2

μ =/n. 

Нормована щільність )η(g2  має такий вигляд: 
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.
1)n2/η(

B)η(g 3/2n2
2

2 
  

 

У цьому виразі 212n1/22 )!n(2)n2(
!)1n2(B 


  – нормуючий множник. Центра-

льні парні моменти 
2m

μ  нормованої випадкової величини  визначаються ви-

разом: 

.
!n!m2

!)m-n(!m)2(nμ m

m
(2)
2m   

 

 Для розрахунку значень нормованої щільності як і в попередньому ви-

падку необхідно обчислити значення множника 2B  для значень істотного па-

раметра n, що дорівнює 2, 4, 6, 8, 10. У табл. 6.4 наведені чисельні значення 

нормуючого множника 2B  для зазначених значень істотного параметра n. 

Очевидно, що залежно від n ортогональне розкладання )y(f )(n
2  може міс-

тити різну кількість складових )(n
jΦ , оскільки порядок парного центрального 

моменту в даному типі щільності як і в попередньому випадку не може пере-

вищувати істотного параметра n, тобто nm  .  

Таблиця 6.4.  

Значення нормуючого множника 2B  

n 2 4 6 8 10 

2B  0,46875 0,435036 0,423290 0,417309 0,413690 

 

У табл. 6.5 наведені результати розрахунку центральних парних момен-

тів від 
4

μ  до 12μ  для істотних параметрів n = 2, 4, 6, 8, 10. Як і в попередньо-

му випадку, з метою вивчення властивостей ортогонального розкладання для 

кожної щільності, крім n = 2, критерій ефективності розраховували для різно-

го числа складових )(n
jΦ . 
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 Таблиця 6.5. 

Значення центральних парних моментів 

n 2 4 6 8 10 

4
μ  6 4 3,6 3,429 3,333 

6
μ  - 40 27,0 22,86 20,833 

8
μ  - 1120 378,0 256,0 208,33 

10
μ  - - 10206,0 4608,0 3125,0 

12
μ  - - 673596,0 135168 68750 

 

Результати розрахунку ефективності )(n
iЭ  використання розкладання 

)y(f )(n
2  замість вихідної щільності )y(g2  при різній кількості доданків )(n

jΦ  

наведені в табл. 6.6. З наведеної таблиці випливає, що, як і для попереднього 

типу щільності розподілу, найкраща ефективність розкладання досягається, 

коли ряд містить тільки один доданок )(n
1Φ , причому ефективність покращу-

ється з ростом n.  

 Таблиця 6.6.  

Результати розрахунку ефективності )(n
iЭ  

n )(n
1Э  )(n

2Э  )(n
3Э  )(n

4Э  )(n
5Э  

2 0,0742 - - - - 

4 0,0168 0,0524 0,349 - - 

6 0,0081 0,0152 0,0363 0,171 1,857 

8 0,0050 0,0072 0,0109 0,0283 0,110 

10 0,0033 0,0042 0,0047 0,0090 0,022 

 

Як третій і останній закон розподілу розглянемо узагальнений розподіл 

Пуассона, що породжується розподілом Гаусса. Вибір зазначеного розподілу 

обумовлений тим, що його щільності притаманні "обтяжені хвости" [140]. 
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Щільність розподілу цього типу описується наступним виразом [183]: 

 

,)
σk2

ξ(expk
!k

c
σ)π2(
)c(exp)ξ( 2

2
1/2

k

1k
1/23 


 



f  

 

де  і с – відповідно масштабний та істотний параметри розподілу. 

Оскільки дисперсія розглянутого розподілу дорівнює 2
2

cμ  , то нормо-

вана щільність узагальненого пуассонівского розподілу має наступний аналі-

тичний вигляд: 

 

.)
k2
ηc(expk

!k
cc

)π2(
)c(exp)(ηg

2
1/2

k

1k

1/2
1/23 


 



 

 

Для ортогонального розкладання щільності в ряд Грама-Шарльє типу А 

потрібні центральні моменти розподілу, які можуть бути отримані за допомо-

гою його характеристичної функції, яка має вигляд: 

 

.}]1)2/σt(exp[c{exp)t(ψ 22   

 

Центральні моменти даного типу щільності виражаються через похідні 

характеристичної функції відповідного порядку при t = 0, тобто для парних 

центральних моментів розподілу справедливою є рівність [138]: 

 

)0(ψ1)(μ (2m)m
2m  . 

 

Диференціюючи 2m раз характеристичну функцію )t(ψ , знаходимо вира-

зи для парних центральних моментів нормованої випадкової величини, які 

наведені в табл. 6.7.  
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 Таблиця 6.7.  

Вирази для парних центральних моментів 

Момент Вираз для моментів 

4μ  22 c/)cc(3   

6μ  332 c/)ccc(15   

8μ  4432 c/)cccc(105   

10μ  55432 c/)ccccc(945   

 

З аналізу таблиці видно, що значення парних центральних моментів за-

лежать від істотного параметра розподілу с. Тому слід розглянути кілька ви-

падків з різними значеннями параметра с. Для перевірки ортогонального роз-

кладання розглянемо значення параметра с, які дорівнюють 1 – 5. 

Значення центральних моментів 4μ - 10μ  для значень істотного параме-

тра с = I, 2, 3, 4, 5 наведені в табл. 6.8. 

 

Таблиця 6.8. 

Значення парних центральних моментів 

Момент с = I с = 2 с = 3 с = 4 с = 5 

4μ  6 4,5 4 3,75 3,12 

6μ  45 26,5 21,7 19,7 15,62 

8μ  420 196,9 155,6 139,5 109,4 

10μ  4725 1830,9 1411,7 1258,8 984,4 
 

Результати розрахунку ефективності )(n
iЭ  використання розкладання 

)y(f )(n
3  замість вихідної щільності )(ηg3  при різній кількості доданків )(n

1Φ ( 

від одного до чотирьох) наведені в табл. 6.9. 
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Таблиця 6.9. 

Результати розрахунку ефективності )(n
iЭ  

c Э )(n
1  Э )(n

2  Э )(n
3  Э )(n

4  

1 0,127 0,161 0,198 0,223 

2 0,068 0,095 0,128 0,142 

3 0,047 0,067 0,098 0,124 

4 0,034 0,052 0,079 0,106 

5 0,025 0,043 0,067 0,087 

 

Як і для двох попередніх типів розподілу, ортогональне розкладання 

щільності узагальненого пуассонівского розподілу має найкращу ефективніс-

тю при використанні тільки першого члена розкладання, причому розкладан-

ня )y(f )(n
3  з високою точністю збігається з самим розподілом, а точність під-

вищується з ростом параметра с. 

Розглянуті три закони розподілів з "обтяженими хвостами" можна уявити 

ортогональним розкладанням щільності в ряд Грама-Шарльє типу А, як міс-

тить перший член розкладу, що дозволяє застосовувати ортогональне розкла-

дання для опису щільності похибок навігаційних вимірювань. 

Точність відповідності вихідної щільності її ортогональному розкладан-

ню для розглянутих трьох законів розподілу підвищується з ростом значення 

істотного параметра. Для зіставлення кривих щільності та її ортогонального 

розкладання були проведені розрахунки їх значень. На рис. 6.1 показані криві 

нормованої щільності )η(g1  змішаного закону першого типу для значень іс-

тотного параметра n = 4, 6, які мають червоний колір. Оскільки криві щільно-

сті симетричні, то показана тільки половина кривої для додатних значень по-

хибки, які набувають значення в діапазоні шести середньоквадратичних від-

хилень. На цьому ж рисунку синім кольором показані відповідні криві орто-

гонального розкладання. 



 214 

Криві нормованої щільності )η(g1  для значень істотного параметра n = 

8, 10 і криві ортогонального розкладання представлені на рис. 6.2. Аналіз рис. 

6.1 і рис. 6.2 показує, що нормована щільність )η(g1  та її ортогональне розк-

ладання при істотному параметрі 4n   практично збігаються. 

Криві нормованої щільності )η(g 2  для n = 4, 6 показані на рис. 6.3, на 

цьому ж рисунку синім кольором надано відповідні криві ортогонального  

розкладання. На рис. 6.4 представлені криві нормованої щільності )η(g 2  для 

n = 8, 10 і криві ортогонального розкладання. Як і в попередньому випадку, з 

рис. 6.3 і рис. 6.4 випливає, що нормована щільність )η(g 2  та її ортогональне 

розкладання при істотному параметрі 4n   практично збігаються. 

 

 
 

Рис. 6.1. Нормовані щільності )η(g1  та їх розкладання )η(f  (n = 4, 6) 
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Рис. 6.2. Нормовані щільності )η(g1  та їх розкладання )η(f  (n = 8, 10) 

 

 
 

Рис. 6.3. Нормовані щільності )η(g 2  та їх розкладання )η(f  (n = 4, 6) 



 216 

 
 

Рис. 6.4. Нормовані щільності )η(g 2  та їх розкладання )η(f  (n = 8, 10) 

 

У табл. 6.10 як приклад наведено результати розрахунку значень нор-

мованої щільності узагальненого пуассонівського розподілу та її ортогональ-

ного розкладання, що містить тільки один перший доданок. У прикладі виб-

рано значення істотного параметра с=3. 

Таблиця 6.10  

Значення щільності )η(g 3  та її ортогонального розкладання )η(f  

y 0 0,25 0,50 0,75 1,0 1,25 

)η(f  0,429 0,412 0,366 0,301 0,230 0,165 

)(ηg3  0,423 0,407 0,363 0,300 0,232 0,169 

y 1,50 1,75 2,00 2,25 2,50 2,75 

)η(f  0,112 0,073 0,047 0,030 0,020 0,012 

)(ηg3  0,117 0,077 0,049 0,030 0,018 0,011 

y 3,00 3,25 3,50 3,75 4,00 4,25 

)η(f  0,0077 0,0046 0,0026 0,0014 0,0007 0,0003 

)(ηg3  0,0064 0,0037 0,0022 0,0013 0,0007 0,0004 
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Продовження табл. 6.10 

y 4,50 4,75 5,00 5,25 5,50 5,75 

)η(f  0,0001 0,00005 0,00002 0,000007 0,000002 0,00 

)(ηg3  0,0002 0,00015 0,00009 0,00006 0,00003 0,00002 

 

З отриманої таблиці випливає, що ортогональне розкладання щільності 

узагальненого пуассонівського розподілу похибок навігаційних вимірювань, 

що містить тільки перший член, має добру збіжність з самою щільністю роз-

поділу.  

 

 

6.3. Використання ортогонального розкладання щільності похибок ліній 

положення для визначення обсервованих координат судна 

 

У попередньому розділі показано, що двовимірна щільність розподілу 

y),(xf  векторіальної похибки обсервованої точки залежно від незалежних 

одновимірних щільностей похибок ліній положення )cossin( iryxf ii    

виражається в такий спосіб: 

 

 
 

 
2

1

1

sin cos

, .
sin cos

R

n

i i i i
i
n

i i i i
i

f x y r
f x y

f x y r dx dy

 

 





 


 




  

або 

m

1
i

A

)(
y),(


 

n

i
f

xf


, 

 

де   ir  – довжина нормалі від початку системи координат до i-й лінії положен-

ня; 
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  i  – напрямок градієнта навігаційного параметра, тобто кут між переносом 

  ir  і віссю обраної системи координат; 

)( iif   – щільність розподілу похибки i  i-й ЛП; 

mA – нормуючий множник. 

У попередньому розділі також показано, що розрахунок обсервованих 

координат проводиться за допомогою системи рівнянь: 

 

































iiii

i
ii

i
i

i
ii

i
i

ryx

f

f













cossin

0)(lncos

0)(lnsin

1

1

, 

 

При розв’язуванні даної системи рівнянь необхідно спочатку виконати 

диференціювання перших двох рівнянь за змінною i , а потім в отримані рів-

няння підставити значення i  з третього рівняння й систему двох рівнянь 

розв’язувати відносно невідомих x і y. 

У загальному випадку, як раніше це було показано, для щільності ненор-

мованої похибки лінії положення ортогональне розкладання має такий ви-

гляд: 

])σ/(!)2(1[)σ2/(expσ)2π()( 2
2

2

2
2211/2

iiiii  s
s

s
Hs

c
f i 


 . 

 

Однак найкращу згоду з гістограмами похибок вимірювання має ортого-

нальне розкладання тільки з першим членом, яке має наступний аналітичний 

вираз: 

 

,]}3)σ/(6)σ/[(
4!2

3)σ/(μ1{)σ2/(expσ)2π()( 22
ii

2
ii

4
i4i221

i
1/2

i
4 


   iif  
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де 3σ/μ 4
i4i   (ексцес розподілу); 

4iμ – четвертий центральний момент похибки; 

2
iσ  – дисперсія похибки. 

Знайдемо вираз першої похідної )(ln ii
i

f 

  для наведеного ортогональ-

ного розкладання: 

 







  )σ2/(expσ)π2(ln{)(ln 2211/2

i ii
i

ii
i

f 





 

}]3)σ/(6)σ/[(
4!2

3)σ/μ(1 ][ 22
ii

2
ii

4
i4i 4 


  ,  

або 

Q/]}σ/12-σ/4[
!)4(

3)σ/μ({σ/)(ln 4
 

83
4

42
ii iiiiii

i
f 






 , 

 

де ]3)σ/(6)σ/([
!)4(

3)σ/μ(1[Q )24 2
ii

2
ii

4
4 


  . 

Підставляючи цей вираз у вихідну систему рівнянь, отримаємо: 

 
4

3 8 44i i

i
4

1 4i ii
i i i i

4
3 8 44i i

i
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1 4i ii
i i i i

4 2
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2
2 2

  ]
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
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

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У разі рівно точних ліній положення 2
iσ = 2σ  і 4iμ = 4μ  попередня систе-

ма рівнянь набуває наступного вигляду: 

 

;

.cossin

0}
3])σ/(6)σ/(

!)4(
3)σ/(μ1[
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!)4(
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
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
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
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  (6.4) 

Розв’язуючи цю систему рівнянь, маючи значення дисперсії 2σ  і четвер-

того центрального моменту 4μ  вихідного розподілу похибок, знаходимо об-

сервовані координати судна, не використовуючи вираз для щільності розподі-

лу ймовірностей похибок ліній положення. 

 

 

6.4. Оцінка ефективності обсервованих координат судна 

 

Ефективність в контексті проблеми, що розглядається має статистичну 

інтерпретацію, тобто згідно з виразом [152] дорівнює відношенню мінімаль-

но можливої коваріаційної матриці y)(x,Kmin  обсервованих координат до їх 

коваріаційної матриці y)(x,Kpos , яка забезпечується застосовуваним методом 

розрахунку координат. 

Ефективність e оцінки обсервованих координат судна визначається вира-

зом [152]:  
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ps
qe

2
 , 

 

де p, s і q – невласні інтеграли, що залежать від щільності дійсного й гаданого 

розподілу. 

Припустимо, що дійсний розподіл похибок вимірювання навігаційного 

параметра описується щільністю f(x) , а щільністю гаданого закону розподілу, 

за яким здійснюється розрахунок обсервованих координат, є φ(x) . 

Для отримання оцінки ефективності необхідно знайти невласні інтегра-

ли q, p, і s, використовуючи вирази [152]:  

 

}dx
(x)φ

φ(x)]
x

[φ(x)]φ(x)
x

[
f(x){q 2

2
2

2

R1








  , 

dx}]
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φ(x)
xf(x){[p
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2 


  

і 

 



1

2

R

dx
f(x)

f(x)]
x

[
s . 

 

Звертаємо увагу на те, що невласний інтеграл q представляє різницю 

двох інтегралів:  








  }dx
(x)φ

φ(x)]
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f(x){ 2
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2
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


  }dx
(x)φ

φ(x)]
ξ

[
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2
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


  , 
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причому другий інтеграл в отриманому виразі дорівнює інтегралу p. 

Тому можна записати: 

p-}dx
φ(x)

φ(x)]
x

[
f(x){q

2

2

R1




  . 

 

Припустимо, є n ліній положення, похибки яких розподілені за законом, 

що відрізняється від закону Гаусса, наприклад, за змішаним законом першого 

типу [140], з щільністю )x(1f . Оцінимо ефективність координат судна при їх 

розрахунку методом (6.4) із застосуванням ортогонального розкладання 

щільності. 

З метою позбавлення від масштабних параметрів в щільності )x(1f  та її 

розкладанні φ(x) , що необхідно для їхньої сумісності, розглянемо їх відпові-

дні нормовані щільності )x(g1  і ψ(x) , де x  – нормована й центрована випад-

кова похибка вимірювання. Причому:  

 

 .
1)1)(2n/(x

B)x(g 1n2
1

1 
      (6.5) 

 

Тут 
!(2n)π1)(2n

]!(n)[2B 1/2

22n

1


 – нормуючий множник, а n  – істотний ціло-

чисельний параметр. Дисперсія х дорівнює 1, а четвертий центральний мо-

мент .
!2)(n!(2n)2

42!]2)(n[2!n1)(2nμ
2

4 


  

Ортогональне розкладання щільності ψ(x)  нормованої випадкової вели-

чини з одиничною дисперсією має такий вигляд: 

 

])3x6(x
24

)3μ(
1[)2/x(exp

π2
1(x)ψ 2442 


 . 



 223 

Для зручності позначимо )2/x(exp
π2

1)(xf 2
N  , тому: 

 

 ])3x6(x
24

)3μ(
1[)(xf(x)ψ 244

N 


 .    (6.6) 

 

Ефективність Re  координат судна в даному випадку визначається вира-

зом: 

 
ps
qe

2

R  ,      (6.7) 

 

де p, q і s – невласні інтеграли, що залежать від щільності )x(g1  і ψ(x) . 

Запишемо вирази невласних інтегралів p, q і s залежно від щільності )x(g1  

и ψ(x) : 

dx}]
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s . 

 

Розрахунок значення інтеграла p вимагає вираження для похідної 

ψ(x)
x
 : 

}]x)15x01[-x
24

)3μ(
x ){(xfψ(x)

x
354

N 




 . 

 

Тому невласний інтеграл p обчислюється за допомогою виразу: 
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Для розрахунку значення інтеграла q слід знайти вираз для другої похідної 

ψ(x)
x2

2


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де ])3x6(x
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)3μ(
1[)1-(xQ(x) 2442 


 .  

Тому: 
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Знайдемо вираз для невласного інтеграла s, для чого скористаємося вира-

зом стандартної щільності ненормованої похибки, що має вигляд: 
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f , 

де  

1/2m
2m2

m m)!2(2
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Для даної щільності інтеграл S має вигляд:  
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Вираз для першої похідної щільності )(1 f : 
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тоді вираження для підінтегральної функції інтеграла S має наступний ви-

гляд: 
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З урахуванням отриманого виразу для підінтегральної функції невласний 

інтеграл S набуває вигляду: 
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Знайдемо розв’язок інтеграла:  
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Для цього скористаємося співвідношенням:  
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1-
ν
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1ν2 A
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 
d , 

 

де νA  – нормуючий множник, що дозволяє використовувати вихідну підінте-

гральної функції як щільність розподілу.  

Для визначення множника νA , можна записати:  
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Тому справедливою є рівність:  
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яке доцільно переписати в такому вигляді: 
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Введемо позначення -1h  і отримаємо: 
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Диференціюємо обидві частини рівності за параметром h: 
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Замінюємо параметр h параметром : 

 

 


 R1

2/3

2
2

2
 

1
B

1)
2

(








 


d . 

 

Помножимо обидві частини отриманої рівності на величину 2  і 

отримаємо: 

 

 


R1

2/1

2
2

2

1
B

)
2

(










 d . 

 

Виконаємо підстановку  = m + 1:  

 

 

 


R1

2/3m1m

3m
2

2

2m
B

)
2

(



 d . 
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Звертаємо увагу на те, що інтеграл у лівій частині рівняння дорівнює 

шуканому інтеграла J. 

Тому записуємо вираз для інтеграла J:  

 

2/3m1m
2m

BJ 


  . 

 

З урахуванням виразу (6.11) можна записати:  

 

22m21m ])!1m[(2
)]!1m(2[2B




 
  

 

і інтеграл J набуває наступного вигляду: 

 

2/3m
22m2 ])!1m[(22)m(

)]!1m(2[2J 
 


  . 

 

У свою чергу нормуючий множник mA  визначається виразом (6.10): 

 

1/2m
2m2

m m)!2(2
)m!(2A  


, 

 

тому інтеграл S має наступний вигляд: 

 

2/3m
22m2

1/2m
2m2

2

])!1m[(2)2m(
)]!1m(2[2

m)!2(2
)m!(21)m(S 







 


 = 

2

2

22

2

1)2)(m(m4
)11)2(m(2m1)(m

1)2)(m(m2
2)1)(2m(2m1)(m










,  
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або 

2)(m2
1)1)(2m(m

1)2)(m(m2
1)(2m1)(mS

2











 . 

 

Таким чином, остаточно отримаємо:  

 

2)(m2
1)1)(2m(mS







 . 

 

Для невласного інтеграла s щільності нормованої похибки навігаційних 

вимірювань )x(g1  враховуємо співвідношення між дисперсією і масштабним 

параметром  : 

1n2
λ2μ 2 

 , 

звідки 

1)n2(μλ2 2  . 

 

Оскільки для нормованої похибки дисперсія 1μ 2  , то 1)n2(λ2   і 

невласний інтеграл s набуває такого вигляду: 

  

 
2)1)(n-2n(
1)1)(2n(ns




 .     (6.12) 

 

Проводилась оцінка ефективності Re  для щільності )x(g1  зі значеннями 

істотного параметра, який дорівнює 2, 3, 4, 5, 6, 8, 10. У табл. 6.11 наведені 

значення нормуючого множника 1B  і четвертого центрального моменту 4μ  

для перелічених значень параметра n . 
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Таблиця 6.11. 

Значення нормуючого множника 1B  і моменту 4μ   

n 2 3 4 5 6 8 10 

1B  0,4903 0,4558 0,4402 0,4314 0,4257 0,4187 0,4147 

4μ  9 5 4.2 3,857 3.667 3.462 3.353 

 

Розрахунок невласних інтегралів p і q проводився за виразами (6.8) і (6.9) 

методом Сімпсона з межами інтегрування від -6 до 6, в які потрапляють всі 

нормовані й центровані випадкові величини. Інтеграл s розраховувався за фо-

рмулою (6.12). Оцінка ефективності Re  проводилася за допомогою виразу 

(6.7) та її значення наведені у другому рядку табл. 6.12. 

 У попередньому розділі наведені результати розрахунку ефективності 

Ge  координат судна в разі розподілу похибок ліній положення за змішаним 

законом першого типу зі щільністю )x(g1 , а розрахунок координат виконува-

вся методом найменших квадратів. Значення ефективності Ge  наведені також 

в табл. 6.12.  

Таблиця 6.12. 

Ефективності Ge  і Re  щільності розподілу )x(g1  

n 3 4 5 6 8 10 

Ge  0,893 0,934 0,955 0,968 0,980 0,987 

Re  0,994 1 1 1 1 1 

 

Аналіз табл. 6.12 показує високу ефективність Re  координат судна, 

отриманих запропонованим методом застосування ортогонального розкла-

дання, яка перевищує ефективність Ge  координат, розрахованих методом 

найменших квадратів. 
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Розглянемо ситуацію, коли похибки ліній положення розподілені за змі-

шаним законом другого типу [140] зі щільністю )ξ(2f . Знайдемо вираз для 

оцінки ефективності координат судна при їх розрахунку за допомогою рів-

нянь (6.4) із застосуванням ортогонального розкладання щільності. 

Як і в попередньому випадку скористаємося нормованими щільностями 

)x(g 2  і ψ(x) , де x  – нормована та центрована випадкова похибка вимірю-

вання. Причому:  

.
1)n2/x(

B)x(g 3/2n2
2

2 
  

 

У цьому виразі 212n1/22 )!n(2)n2(
!)1n2(B 


  – нормуючий множник, а центра-

льний четвертий момент .
!n8

!)2-n(24nμ
2

4   

Вирази невласних інтегралів p, q і s залежно від щільності )x(g 2  і ψ(x)  

мають вигляд: 

dx}]
ψ(x)

ψ(x)
x){[x(gp

R1

2
2 



 , p-}dx
ψ(x)

ψ(x)]
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[
{)x(gq
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2

2
R1




  ,  

  



1 2

2
2

R

dx
)x(g

)]x(g
x

[
s . 

З урахуванням раніше отриманих виразів для похідних ψ(x)
x
  і 

ψ(x)
x2

2


  невласні інтеграли p і q обчислюються за допомогою виразів: 
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 p-dx}

)3x6(x
24

)3μ(
1

])3x9[-2x
6

)3μ(
)Q(x 

{
1)n2/x(

Bq
R1

2

244

244

3/2n2
2
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












.  (6.14) 

 

Аналогічно попередньому випадку в Додатку Г.2 отримано розв’язок не-

власного інтеграла s, згідно з яким невласний інтеграл s набуває наступного 

вигляду:  

 
5)n(n2

1)3)(n(2ns



 .     (6.15) 

 

Для щільності )x(g 2  проводився розрахунок ефективності Re , причому 

значення істотного параметра рівного 2, 4, 6, 8, 10. У табл. 6.13 наведені зна-

чення нормуючого множника 2B  і четвертого центрального моменту 4μ  для 

перерахованих значень параметра n . 

 Таблиця 6.13  

Значення нормуючого множника 2B  і моменту 4μ   

n 2 4 6 8 10 

2B  0, 4688 0,4350 0,4233 0,4173 0,4137 

4μ  6 4 3.6 3.43 3.33 

 

За виразами (6.13) і (6.14) проводився розрахунок невласних інтегралів p 

та q методом Сімпсона в межах інтегрування від -6 до 6. Інтеграл s розрахо-

вувався за формулою (6.15). За допомогою виразу (6.7) проводився розраху-
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нок оцінки ефективності Re , а її отримані значення наведені у другому рядку 

табл. 6.14. 

Результати розрахунку ефективності Ge  координат судна в разі розподілу 

похибок ліній положення за змішаним законом другого типу зі щільністю 

)x(g 2  наведені в попередньому розділі, а розрахунок координат виконувався 

методом найменших квадратів. Значення ефективності наведені також в табл. 

6.14.  

Таблиця 6.14. 

Ефективності Ge  і Re  щільності розподілу )x(g 2  

n 3 4 5 6 8 10 

Ge  0,917 0,945 0,962 0,971 0,982 0,988 

Re  0,996 1 1 1 1 1 

 

Аналізуючи табл. 6.14, відзначаємо високу ефективність Re  координат 

судна, розрахованих пропонованим методом застосування ортогонального ро-

зкладання, яка перевищує ефективність Ge  координат, отриманих методом 

найменших квадратів.  

 

 

6.5. Висновки з шостого розділу 

 

У розділі здійснено розробку універсального методу розрахунку ефекти-

вних координат судна за надлишкових вимірах. Для цього було застосовано 

ортогональне розкладання щільності розподілу похибок вимірювань в ряд 

Грама-Шарльє типу А. Була показана можливість ортогонального розкладан-

ня ненормованої щільності розподілу. 

Був проведений аналіз збіжності щільності розподілу похибок навігацій-

них параметрів з її ортогональним розкладанням для змішаних законів пер-
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шого й другого типів, а також узагальненого закону Пуассона. Розроблено 

метод використання ортогонального розкладання щільності похибок ліній 

положення для визначення обсервованих координат судна. Зроблено оцінку 

ефективності обсервованих координат судна розрахованих запропонованим 

методом.  
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РОЗДІЛ 7.  

ІМІТАЦІЙНЕ МОДЕЛЮВАННЯ Й РЕЗУЛЬТАТИ НАТУРНИХ  

СПОСТЕРЕЖЕНЬ 

 

7.1. Перевірка статистичних гіпотез розподілу похибок вимірювання на-

вігаційних параметрів 

 

З метою перевірки можливості застосування змішаних законів обох типів 

для опису розподілу похибок вимірювання навігаційних параметрів в реаль-

них умовах експлуатації були проведені натурні спостереження. Для форму-

вання вихідних вибірок похибок вимірювання навігаційних параметрів про-

водилися серії вимірювання навігаційних параметрів кількістю понад 100 

вимірювань. Вимірювання навігаційних параметрів проводилися на стоянці 

судна, причому за допомогою РЛС вимірювалися дистанція й пеленг на неру-

хомий орієнтир, а за допомогою приймача супутникової навігаційної системи 

GPS фіксувалися широта та довгота судна. 

Виміри проводилися в трьох портах: Мормугао (Індія), Річардс Бей 

(ПАР) і Дакар (Сенегал). Послідовність вимірювань була наступною. Спочат-

ку вимірювалися пеленг і дистанція до орієнтиру, записувалися їх значення, а 

потім відліки РЛС збивалися. Після цього фіксувалися координати судна. 

Операція повторювалася через деякий інтервал часу. Інтервал часу виконання 

всіх вимірювань планувався таким чином, щоб в порту Мормугао він був 

найменшим (близько 7 годин, 150 вимірювань), в порту Річардс Бей вимірю-

вання проводилися протягом доби (210 вимірів), а в порту Дакар – протягом 

двох діб (250 вимірювань). Різна тривалість і число вимірювань планувалося 

для виявлення впливу чинника часу на похибки вимірювань. 

Таким чином, в кожному порту були отримані 4 серії вимірювань навіга-

ційних параметрів, а протягом рейсу – 12 серій вимірювань. Для кожної серії 

вимірювань визначали середнє значення навігаційного параметра й розрахо-

вували значення похибок вимірювань, які в сукупності представляли вибірку 
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похибок. Стандартною процедурою [211] була розрахована дисперсія й сере-

дньоквадратичне відхилення похибки кожної вибірки. Характеристики кож-

ної з вибірок наведені в табл. 7.1. 

Таблиця 7.1. 

Характеристики вибірок 

Порт 
Навігаційний 

параметр 

Число ви-

мірювань 

Середнє 

значення 

Диспер- 

сія D 

С. к. в. 

σ 

Мормугао пеленг 150 350,63˚ 0,173 
0,415˚ = 

24,9' 

Мормугао дистанція 150 0.1526 мм 5,85 2,42 м 

Мормугао широта 150 
15˚24'. 

1865 N 
33,84 5,82 м 

Мормугао довгота 150 
73˚48'. 

4980 E 
40,46 6,36 м 

Ричардс 

Бей 
пеленг 210 217,41˚ 0,222 0,47˚ = 28,3' 

Ричардс 

Бей 
дистанція 210 0.3378 мм 19,7 4,44 м 

Ричардс 

Бей 
широта 210 

28˚49'. 

1005 S 
47,13 6,87 м 

Ричардс 

Бей 
довгота 210 

32˚02'. 

8950 E 
44,4 6,67 м 

Дакар пеленг 250 122,21˚ 0,246 
0,496˚ = 

29,76' 

Дакар дистанція 250 0.1206 мм 5,68 2,38 м 

Дакар широта 250 
14˚41'. 

0030 N 
38,11 6,17 м 

Дакар довгота 250 
17˚25'. 

4313 W 
39,84 6,31 м 
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Надалі за кожною вибіркою будується гістограма й проводиться перевір-

ка статистичних гіпотез [211], у процесі якої визначається ступінь згоди ста-

тистичного матеріалу вибірки з вибраними законами розподілу ймовірностей 

похибок. 

Як альтернативні закони були обрані нормальний закон і змішані закони 

першого та другого типу, аналітичний вигляд яких наведено в табл. 7.2.  

 

Таблиця 7.2. 

Альтернативні закони розподілу ймовірностей похибок 

Закон розподілу Аналітичні вирази щільності 

Гаусса )
2

exp(-  
2
1

2

2


x

 

Змішаний 1-го типу n=1 
22

2
3

)2/(
1  

2
2




x
 

Змішаний 1-го типу n=2 
32

2
5

)2/(
1  

32
8




x
 

Змішаний 1-го типу n=3 
42

2
7

)2/(
1  

152
48




x
 

Змішаний 1-го типу n=4 
52

2
9

)2/(
1  

1052
384




x
 

Змішаний 1-го типу n=5 
62

2
11

)2/(
1  

9452
3840




x
 

Змішаний 1-го типу n=6 
72

2
13

)2/(
1  

103952
46080




x
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Продовження табл. 7.2. 

Змішаний 2-го типу n=1 2/52

2

)2/(
1  

42
3




x
 

Змішаний 2-го типу n=2 2/72

3

)2/(

1  
162

15





x
 

Змішаний 2-го типу n=3 2/92

4

)2/(

1  
962

105





x
 

Змішаний 2-го типу n=4 2/112

5

)2/(

1  
7682

945





x
 

Змішаний 2-го типу n=5 2/132

6

)2/(

1  
76802

10395





x
 

 

Для кожної вибірки розраховувалися значення критерію згоди 2 Пір-

сона з розглянутими законами розподілу ймовірностей похибок, і як закон ро-

зподілу вибирався той, критерій згоди 2  Пірсона якого має мінімальне 

значення. 

У Додатку Д.1 наведено вибірки похибок вимірювань навігаційних пара-

метрів для всіх 12 серій вимірювань і побудовані гістограми вибірок. Там же 

наведені значення критерію згоди 2  Пірсона кожної гістограми з кожної з 

обраних щільностей розподілу. Для кожної вибірки наведені рисунки кривої 

щільності розподілу з мінімальним значенням критерію згоди 2  Пірсона і 

відповідної гістограми. 

Як приклад наведемо тут характеристику першої вибірки похибок вимі-

рювання пеленга. Статистичний ряд і вибірка випадкових похибок наведені в 

табл. 7.3. 

У другому рядку таблиці наводиться число похибок, що потрапляють у 

відповідний розряд. Число розрядів дорівнює 12, причому довжина кожного 
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розряду дорівнює половині значення σ (σ=24,9'). 

Значення критерію згоди 2  Пірсона для розглянутих законів розподі-

лу представлені в табл. 7.4. 

Таблиця 7.3. 

Перша вибірка похибки вимірювання пеленга 

Раз- 

ряд 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

im  1 2 7 13 23 27 31 21 15 7 2 1 

-68,0, -57,75, -50,45, -37,6, -40,7, -49,5, -39,5, -45,8, -43,3, -37,8, -30,15,  

-28,75, -29,45, -32,05, -31,15, -25,95, -30,95, -35,85, -31,65, -31,65,-32,25, 

-25,75, -31,95, -27,55, -24,6, -20,6, -13,2, -14,2, -21,6, -24,9, -24,1, -13,2, -

19,0, -13,2, -16,4, -16,3, -22,1, -22,0, -14,0, -22,0, -19,3, -24,0, -14,90, -

19,00, -15,00, -15,10, -5.65, -11,35, -10,75, -1,21, -5,95, -2.45, -2.95,  

-10,25, -4,25, -0,15, -1,75, -1,05, -7,85, -5.45, -0,45, -9,25, -0,55, -2,15, -

3,45, -4,95, -11,85, -2,25, -10,35, -4,65, -10,05, -12,45, -10,05, -12,45, -

3,45, 8,30, 0,20, 3,80, 5,80, 4,30, 10,60, 7,80, 12,00, 10,30, 0,20, 8,70, 

3,00, 11,70, 2,30, 6,50, 3,40, 0,20, 7,50, 11,60, 10,00, 7,90, 4,80, 5,80, 

0,50, 2,80, 3,30, 5,80, 4,50, 5,70 16,45, 18,05, 15,25, 21,15, 21,55, 24,55, 

21,15, 22,05, 17,85, 19,65, 18,75, 23,05, 15,15, 20,55, 16,75, 16,55, 22,35, 

14,55, 24,75, 23,25, 21,45, 21,35, 29,30, 25,40, 27,80, 27,70, 31,60, 27,60,  

30,30, 28,70, 32,80, 33,00, 30,10, 27,50, 32,60, 36,40, 38,95, 45,35, 47,65, 

39,25, 39,15, 38,95, 46,05, 58,10, 58,40, 68,65. 

 

Аналіз таблиці показує, що критерій згоди набуває мінімальне значення 

для закону розподілу Гауса, тому приймається гіпотеза про те, що похибки 

розподілені за нормальним законом. 

Гістограма першої вибірки й крива щільності розподілу закону Гаусса 

представлені на рис. 7.1. 
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Таблиця 7.4. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона першої вибірки 

N п/п Закон розподілу 
Критерій згоди 2 Пір-

сона 

1 Гаусса 0,0065 

2 Змішаний 1-го типу n=1 15,46 

3 Змішаний 1-го типу n=2 12,03 

4 Змішаний 1-го типу n=3 12,28 

5 Змішаний 1-го типу n=4 13,01 

6 Змішаний 1-го типу n=5 13,84 

7 Змішаний 1-го типу n=6 14,68 

8 Змішаний 2-го типу n=1 12,59 

9 Змішаний 2-го типу n=2 12,05 

10 Змішаний 2-го типу n=3 12,62 

11 Змішаний 2-го типу n=4 13,42 

12 Змішаний 2-го типу n=5 14,26 

 

У Додатку Д.1 представлені результати обробки експериментальних да-

них натурних спостережень щодо погрішностей вимірювань навігаційних па-

раметрів, проведених в чотирьох портах. Результати експериментальних на-

турних спостережень за визначенням законів розподілу похибок вимірювань 

наведені в табл. 7.5. 

Аналіз підсумкової таблиці показує, що похибки вимірювання навігацій-

них параметрів (пеленга й дистанції), отримані на обмеженому інтервалі часу 

(7 годин), підкоряються нормальному закону розподілу ймовірностей.  
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Рис. 7.1. Гістограма першої вибірки 

 

Таблиця 7.5. 

Підсумкові результати натурних спостережень 

N вибі-
рки 

Навигаційний 
параметр 

Кількість 
членів 

Закон розпо-
ділу 

2  
Тривалість 

спостереження. 
1 пеленг 150 Гаусса 0,0065 7 годин 

2 дистанція 150 Гаусса 0,006 7 годин 

3 широта 150 1-го типу n=3 0,0131 7 годин 

4 довгота 150 2-го типу n=1 0,015 7 годин 

5 пеленг 210 1-го типу n=2 0,011 1 доба 

6 дистанція 210 2-го типу n=2 0,010 1 доба 

7 широта 210 1-го типу n=6 0,0094 1 доба 

8 довгота 210 1-го типу n=1 0,013 1 доба 

9 пеленг 250 2-го типу n=3 0,0088 2 доби 

10 дистанція 250 1-го типу n=4 0,0088 2 доби 

11 широта 250 1-го типу n=1 0,010 2 доби 

12 довгота 250 2-го типу n=1 0,009 2 доби 
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Похибки визначення широти й довготи на тому ж інтервалі часу розподі-

лені за змішаними законами обох типів. Це пояснюється тим, що координати 

судна розраховуються за навігаційними параметрами (псевдовідстаням) і по-

хибкою результатів розрахунку, тобто координат, можуть мати розподіл, яй 

відрізняєтся від нормального, що показав і аналіз третьої і четвертої вибірок. 

Похибки вимірювання пеленга і дистанції, не кажучи про похибки широ-

ти й довготи, на більшому інтервалі часу (доба і більше) підпорядковані змі-

шаним законам розподілу, ступінь відмінності яких від нормального закону 

пропорційна інтервалу часу вимірювання серії значень навігаційного параме-

тра.  

Для восьми вибірок з 5-ї по 12-ту була проведена перевірка гіпотез про 

розподіл їх похибок за узагальненим законом Пуассона, для чого розрахову-

валося значення критерію згоди 2  Пірсона для всіх значень істотного па-

раметра с. Потім зробили порівняння для кожної із зазначених вибірок змі-

шаний закон першого або другого типу з мінімальним значенням критерію 

згоди 2  Пірсона й узагальнений закон Пуассона з істотним параметром с, 

який забезпечує мінімальне значення критерію згоди 2  Пірсона, як пока-

зано в табл. 7.6. 

Аналіз заключної табл. 7.6 показує, що розглядувані вибірки з високим 

ступенем ймовірностей можуть бути описані як змішаними законами розпо-

ділу, так і узагальненим законом Пуассона. За інших однакових умов викори-

стання узагальненого закону Пуассона є кращим, тому що в разі залежних 

похибок ліній положення при узагальненому законі Пуассона систему залеж-

них похибок можна перетворити у відповідну систему незалежних похибок.  

На закінчення підрозділу наведемо зображення кривих щільності розпо-

ділу узагальненого закону Пуассона й гістограми для 5-ї, 9-ї та 12-ї вибірок, 

показаних на рис. 7.2 – 7.4.  
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Таблиця 7.6 

Порівняння змішаних законів з узагальненим Пуассонівським законом 

N вибі-
рки 

Кільість 
членів 

Закон розпо-
ділу 

2  Пуассона 2  
Тривалість 

спостереження. 
5 210 1-го типу n=2 0,0126 0,0255 с=3,75 1 доба 

6 210 2-го типу n=2 0,0120 0,0167 с=3,75 1 доба 

7 210 1-го типу n=6 0,0106 0,0100с=8,0 1 доба 

8 210 1-го типу n=1 0,014 0,1090с=3,75 1 доба 

9 250 2-го типу n=3 0,0095 0,0103 с=4,00 2 доби 

10 250 2-го типу n=3 0,0095 0,0103 с=4,25 2 доби 

11 250 1-го типу n=1 0,011 0,1067с=4,00 2 доби 

12 250 2-го типу n=1 0,0103 0,0393с=4,00 2 доби 

 

 
Рис. 7.2. Вибірка 5, узагальнений закон Пуассона, с=3,75  
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Рис. 7.3. Вибірка 9, узагальнений закон Пуассона, с=4  

 

 
Рис. 7.4. Вибірка 12, узагальнений закон Пуассона, с=4 
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У Додатку Д.2 показані зображення кривих щільності розподілу узагаль-

неного закону Пуассона й гістограми для всіх восьми вибірок. 

 

 

7.2. Імітаційне моделювання для оцінки ефективності обсервованих ко-

ординат судна при змішаних розподілах похибок ліній положення 

 

Для оцінки ефективності обсервованих координат, отриманих при над-

лишкових ЛП і розрахованих методом найменших квадратів проводилося імі-

таційне комп'ютерне моделювання. Причому розглядалися випадки, коли по-

хибки ліній положення підпорядковувалися нормальному закону, а також 

змішаним законам першого й другого типу. 

Імітаційне моделювання проводилося за наступним алгоритмом. Спочат-

ку за обраним законом розподілу генерувалася вибірка похибок ЛП, що скла-

дається з 1000 членів. Розрахунок координат кожної обсервованої точки про-

водився за 8 лініями положення, причому елементи ЛП (переноси ir  і напря-

мки градієнтів iα ) задавалися відносно істиного місця судна. Тому переноси 

ir  ліній положення дорівнюють їх похибкам iξ . При імітаційному моделю-

ванні напрямки градієнтів iα  вибиралися рівними 30°, 75°, 120°, 165°, 210°, 

255°, 300° і 345°. Використовуючи згенеровану вибірку, можна отримати 125 

обсервованих точок, прирощення координат X і Y яких є проекціями векторі-

альної похибки, що дозволяє розрахувати коваріаційну матрицю векторіаль-

ної похибки обсервації. Формування 125 обсервованих точок повторювалося 

чотири рази, а їх отримані координати зберігалися, в результаті чого накопи-

чувалася вибірка 500S  координат векторіальної похибки чисельністю 500 зна-

чень похибки. За допомогою отриманої вибірки розраховувалися математичні 

сподівання XM , YM  і дисперсії XD , YD  проекцій X і Y векторіальної похиб-

ки. Імітаційною комп'ютерною програмою передбачено графічне відобра-
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ження положень обсервованих точок відносно математичного сподівання, що 

дозволяє зробити візуальну оцінку їхнього розсіювання. Враховуючи, що век-

торіальна похибка визначається відносно істиного місця судна, при імітацій-

ному моделюванні для оцінки ефективності обсервованих координат необ-

хідно використовувати не дисперсії проекцій X і Y, а їх другі початкові моме-

нти. 

У комп'ютерній програмі імітаційного моделювання передбачено розра-

хунок обсервованих координат як методом найменших квадратів, так і мето-

дом максимальної правдоподібності. При імітаційному моделюванні серед-

ньоквадратичне відхилення ( 2 ) похибки лінії положення приймалося та-

ким, що дорівнює 5.  

Спочатку генерувалася вибірка 500S  для похибок ЛП, розподілених за 

нормальним законом, причому координати обсервованих точок розраховува-

лися методом найменших квадратів. Для цього випадку другі початкові мо-

менти складових векторіальної похибки виявилися такими, що дорівнюють 

2xGa =24,48 і 2yGa =0,8617, а другий початковий момент її модуля 

 25,86aaa 2yG2xG2RG  . На рис. 7.5 показані положення обсервованих то-

чок відносно математичного сподівання, причому на даному рисунку, як і на 

наступних, максимальні значення координат розсіювання дорівнюють серед-

ньому квадратичному відхиленню (прийнятому при моделюванні значенню 

5). 

Для оцінки ефективності обсервованих координат судна розрахованих 

методом найменших квадратів, похибки ліній положення яких підкоряються 

змішаним розподілам, генерувалися вибірки похибок ЛП за змішаним зако-

ном, а потім розраховувалися обсервовані координати методом найменших 

квадратів і формувалася вибірка МНК
500S  координат векторіальної похибки. Од-

ночасно за значеннями тих же похибок проводився розрахунок обсервованих 

координат методом максимальної правдоподібності й формувалася вибірка 
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ММП
500S  складових векторіальної похибки. За даними вибірками проводився 

розрахунок математичних сподівань, дисперсій і других початкових моментів 
МНК
2xa , МНК

2ya  і ММП
2xa , ММП

2ya  складових X та Y векторіальної похибки. Потім 

обчислюються значення других початкових моментів МНК
2y

МНК
2x

МНК
2R aaa   і 

ММП
2y

ММП
2x

ММП
2R aaa   отримані відповідно за використанні методу найменших 

квадратів і методу максимальної правдоподібності. Очевидно, при імітацій-

ному моделюванні ефективність обсервованих координат IMe , отриманих ме-

тодом найменших квадратів, визначається відношенням других початкових 

моментів ММП
2Ra  і МНК

2Ra , тобто МНК
2R

ММП
2R

IM a
ae  . Значення ефективності IMe  порів-

нюються з відповідними значеннями ефективності Te , розрахованими теоре-

тично за аналітичними виразами, отриманими в роботі. 

 

 
 

Рис. 7.5. Розподіл обсервованих точок при законі Гаусса 
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У Додатку Д.2 наведені результати імітаційного моделювання. Отримано 

значення ефективності )1(
IMe  в разі розподілу похибок ліній положення за змі-

шаним законом першого типу, які співставлялися з розрахованими значення-

ми )1(
Te , наведеними в табл. 7.7.  

У табл. 7.7 і на рис. 7.6 показані залежності ефективності )1(
IMe , отриманої 

при імітаційному моделюванні й )1(
Te , розрахованої аналітично, від значення 

істотного параметра m.  

Таблиця 7.7. 

Ефективності )1(
Te  і )1(

IMe  змішаного розподілу першого типу 

m 1 2 3 4 5 6 
)1(

Te  0,5 0,8 0,893 0,934 0,955 0,968 

)1(
IMe  0,507 0,636 0,710 0,792 0,8 0,888 

)1(e % 14 20,5 20,5 15,2 16,2 8 

 

 
 

Рис. 7.6. Залежність ефективностей )1(
Te  і )1(

IMe  від параметра m 
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На рис. 7.6 значення ефективності )1(
Te  показані світлими точками, а ефе-

ктивності )1(
IMe  – темними точками. Аналіз табл. 7.7 і рис. 7.6 показує, що від-

соткова розбіжність між ефективностями )1(
Te  і )1(

IMe  не перевищує 20,5%. 

Для випадку розподілу похибок ліній положення за змішаним законом 

другого типу в додатку 14 також наведені результати імітаційного моделю-

вання, причому значення ефективності )2(
IMe , отримані при імітаційному моде-

люванні співставлялися з розрахованими значеннями )2(
Te , які представлені в 

табл. 2.3 попереднього розділу. У табл. 7.8, 3.7 і на рис. 7.7, 3.4 показані за-

лежності ефективності )2(
IMe  імітаційного моделювання і )2(

Te , розрахованої 

аналітично, від значення істотного параметра m.  

Таблиця 7.8. 

Ефективності )2(
Te  і )2(

IMe  змішаного розподілу другого типу 

m  1 2 3 4 5 
)2(

Te  0,7 0,857 0,917 0,945 0,962 

)2(
IMe  0,671 0,668 0,751 0,829 0,870 

)2(e % 4,1 22,0 18,1 12,3 9,6 

 

Як показує аналіз табл. 7.8 і рис. 7.7, розбіжність між ефективностями 
)2(

Te  та )2(
IMe  у відсотковому відношенні менше ніж 22,0%. Проведене імітацій-

не моделювання показало хорошу збіжність оцінок ефективностей, розрахо-

ваних за аналітичними виразами й отриманих імітаційним моделюванням, що 

підтверджує коректність аналітичного методу оцінки ефективності обсерво-

ваних координат, розрахованих методом найменших квадратів. 
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Рис. 7.7. Залежність ефективностей )2(
Te  і )2(

IMe  від параметра m 

 

У Додатку Д.1 крім розрахункових даних, наведені графічні відображен-

ня розсіювання обсервованих точок відносно математичного сподівання із за-

значенням дисперсії модуля векторіальної похибки, отриманої при розрахун-

ку методом найменших квадратів або методом максимальної правдоподібнос-

ті. Тут як приклад на рис. 7.8 наведено розсіювання обсервованих точок, по-

хибки ліній положення яких розподілені за змішаним законом другого типу з 

істотним параметром m = 2, причому розрахунок координат обсервованих то-

чок проводився методом найменших квадратів, а на рис. 7.9 – методом мак-

симальної правдоподібності. 
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Рис. 7.8. Обсервовані точки, отримані МНК при m=2 

 

 
 

Рис. 7.9. Обсервовані точки, отримані ММП при m=2 
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Порівняльна характеристика розсіювання обсервованих точок, координа-

ти яких розраховані МНК і ММП, представлена на рис. 7.10.  

 

 
 

Рис. 7.10. Розсіювання обсервованих точок при m=2. 

 

Таким чином, результати імітаційного моделювання підтвердили корект-

ність аналітичних виразів оцінки ефективності обсервованих координат, роз-

рахованих методом найменших квадратів при розподілі похибок ліній поло-

ження за змішаними законами обох типів. 

 

 

7.3. Висновки за сьомим розділом 

 

Розділ присвячено аналізу результатів натурних спостережень та іміта-

ційного моделювання ефективності змішаних законів розподілу. Проведено 

перевірку статистичних гіпотез розподілу похибок вимірювання навігаційних 

параметрів за 12 вибірками. Як альтернативні гіпотези були розглянуті закон 

Гаусса, змішані закони першого й другого типу, а також узагальнений закон 
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Пуассона. 

Наведено результати імітаційного моделювання для оцінювання ефекти-

вності обсервованих координат судна при змішаних розподілах похибок ліній 

положення. Для цього генерувалися вибірки похибок, які розподілені за змі-

шаним законом, з урахуванням яких моделювалися обсервовані точки судна й 

визначалися векторіальні похибки. Розрахунок кожної обсервованої точки 

проводився методом найменших квадратів і методом максимальної правдопо-

дібності, що дозволило оцінити дисперсії векторіальних похибок для зазна-

чених методів і, отже, ефективність методу найменших квадратів. 
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ВИСНОВКИ 

 

1. Оцінка стану питання. Проблема підвищення безаварійності судно-

водіння є однією з найбільш важливих, оскільки глибоке її дослідження зме-

ншує кількість аварійних випадків, покращує охорону людського життя на 

морі та знижує шкоду навколишньому середовищу й майну. 

У стиснених водах навігаційні перешкоди та інтенсивне судноплавство 

ускладнюють плавання морських суден, створюючи передумови для виник-

нення аварійних навігаційних ситуацій, що знижує надійність судноводіння. 

Для забезпечення належного рівня надійності судноводіння слід виявити сут-

тєві чинники її залежності та розробити заходи щодо зниження їх негативно-

го впливу, що потребує розробки методів кількісної оцінки надійності судно-

водіння та способів забезпечення її належного рівня. 

Вказані обставини обумовлюють актуальність і перспективність розроб-

ки способів оцінювання надійності судноводіння та її покращення.  

 2. Формулювання розв’язаного наукового завдання, його значення 

для науки й практики. У результаті розв’язання головного наукового за-

вдання розроблено теоретичні засади та методологічне забезпечення оцінки 

надійності судноводіння та її підвищення способами мінімізації векторіаль-

них позиційних похибок та траєкторних похибок керування, які відрізняють-

ся використанням розроблених алгоритмів визначення ефективних координат 

судна за наявності надмірних вимірювань, що базуються на ортогональному 

розкладанні густини розподілу їхніх похибок та адекватних прогностичних 

моделей повороту судна. 

Наукові положення обґрунтовані науковими результатами.  

Вперше: 

- розроблено спосіб оцінки ефективних обсервованих координат судна за 

допомоги методу максимальної правдоподібності за наявності надмірних ви-

мірювань, похибки яких не підкоряються нормальному закону розподілу, для 
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забезпечення максимальної точності визначення місця судна;  

- синтезовано процедуру комп'ютерного імітаційного моделювання оцін-

ки ефективності обсервованих координат судна, розрахованих методом най-

менших квадратів за допомоги генерування надмірних вимірювань, похибки 

яких розподілені за змішаними законами першого та другого типу, для підт-

вердження коректності запропонованих теоретичних методів оцінки ефекти-

вності обсервованих координат; 

- запропоновано й розроблено універсальний метод стохастичного опису 

випадкових похибок навігаційних вимірювань із використанням ортогональ-

ного розкладання їхньої щільності розподілу для розрахунку обсервованих 

координат судна за загальним алгоритмом незалежно від закону розподілу 

похибок вимірювань; 

- розроблено метод кількісної оцінки надійності судноводіння шляхом 

використання інтенсивностей випадкових потоків аварійних подій і розроб-

лених математичних моделей для визначення апріорної вірогідності прове-

дення судна стислим маршрутом; 

- запропоновано методи апріорної оцінки вірогідності безпечного пла-

вання судна стислим районом застосуванням векторіальних позиційних по-

хибок і траєкторних похибок управління для мінімізації ризику виникнення 

навігаційної аварії; 

- досліджено вплив динамічної моделі обертального руху судна, що ви-

користана для прогнозу його повороту, на величину векторіальної траєктор-

ної похибки управління шляхом аналізу запропонованих моделей для мінімі-

зації траєкторної похибки; 

Одержали подальший розвиток методи застосування електронних карт 

шляхом використання розробленого методу оцінки апріорної вірогідності 

безпечного плавання судна стислим маршрутом для вибору безпечної траєк-

торії руху судна. 

3. Висновки й рекомендації щодо наукового та практичного викори-

стання отриманих результатів. Основні теоретичні й практичні результати, 
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отримані в дисертації, можуть бути упроваджені на судна в процесі експлуа-

тації, а також використані розробниками суднових навігаційних інформацій-

них систем. Практична цінність результатів дисертаційної роботи полягає в 

тому, що теоретичні результати й програми, одержані в роботі, можуть бути 

застосовані під час навчання й для підвищення кваліфікації судноводіїв.  

4. Якісні та кількісні показники отриманих результатів. Якісним по-

казником отриманих результатів дисертаційної роботи є можливість підви-

щення рівня надійності судноводіння шляхом зниження навігаційної аварій-

ності в результаті використання пропонованих в роботі заходів. Кількісним 

показником є мінімізація інтенсивностей випадкових потоків навігаційних 

аварій під час плавання суден в стиснених районах. 

5. Обґрунтування достовірності отриманих результатів. 

Коректна розробка математичних моделей та їх застосування, проведені 

експерименти та матеріали, які одержані при імітаційному моделюванні 

отриманих теоретичних результатів дослідження, підтвердили достовірність 

результатів дисертаційної роботи. 
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А.1. Вираз оцінки ймовірності безпечного плавання стисненим маршру-

том для альтернативної одновимірної моделі 

 

У запропонованій моделі вважаємо, що допустима ділянка безпечного 

плавання D  задана аналітичним описом її правої Y)(X,Gst  і лівої )Y(X,Gpt  

меж у вигляді двовимірних масивів. Також задана програмна траєкторія руху 

судна Y)(X,Trpr , кожна точка якої характеризується парою нормальних відс-

таней до правої і лівої меж безпечної ділянки D . Ці відстані позначені відпо-

відно Y)(X,Lst  і Y)(X,Lpt , враховуючи що Y)(X,TrY)(X, pr . Вважаємо, що 

допустима ділянка безпечного плавання D  задана аналітичним описом її пра-

вої Y)(X,Gst  і лівої )Y(X,Gpt  меж. Також задана програмна траєкторія руху 

судна Y)(X,Trpr , кожна точка якої характеризується парою нормальних відс-

таней до правої і лівої меж безпечної ділянки D . Ці відстані позначені відпо-

відно Y)(X,Lst  і Y)(X,Lpt , для точок, що задовольняють умову 

Y)(X,TrY)(X, pr . 

Руху судна за програмною траєкторією притаманні бічні відхилення, які 

носять випадковий характер, що зумовлено стохастичною природою похибок 

обсервації і обчислення судна, а також його рискання під дією чинників, вра-

хування яких неможливе. 

Безпечне проходження судном заданого стисненого району вимагає, щоб 

його траєкторія руху належала допустимої безпечної ділянки плавання D , 

коли всі бічні відхилення судна від програмної траєкторії руху prTr (X,Y) на 

всій її довжині не повинні перевищувати нормальних відстаней stL (X,Y) і 

ptL (X,Y) до меж допустимої ділянки. Надалі нормальні відстані stL (X,Y) до 

правої межі безпечної ділянки плавання D  вважаємо додатними, а до лівої 

межі ділянки ptL (X,Y) – вважаємо від'ємними. 

Імовірність 
i

ρ  того, що i-е бічне відхилення 
bi

  не перевищує відповід-
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них нормальних відстаней stiL (X,Y) і ptiL (X,Y) до правої і лівої меж допус-

тимої ділянки плавання, тобто )YX,(Lstibi
  і )YX,(Lptibi

  визначається 

наступним аналітичним виразом: 

 


iLst

Lpti-
stibiptii

f(x)dx}LΔP{Lρ , 

 

де f(x)  – щільність розподілу похибки бічного відхилення судна від програм-

ної траєкторії руху. 

Права частина отриманої рівності виражається через функцію розподілу 

F(x) бічного відхилення: 

 

)F(-L)F(Lf(x)dx ptisti
Lst

Lpti-

i
 , 

  

тому ймовірність 
i

ρ  характеризується формулою: 

 

)F(-L)F(L}LΔP{Lρ ptististibiptii
 . 

 

Безаварійне проведення судна за програмною траєкторією вимагає при-

належності всіх точок істинної траєкторії руху судна до безпечної ділянки 

плавання D .  

При великій кількості гаданих проведень суден ймовірності 
i

ρ  сусідніх 

точок програмної траєкторії є ймовірностями незалежних подій, і ймовірність 

P безпечного проведення судна безпечною ділянкою D  є добутком ймовірно-

стей 
i

ρ  за всіма точками програмної траєкторії руху судна: 
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
i iρP , або  

i
ptisti )]F(-L)[F(LP  . 

Оскільки F( stiL ) – F(- ptiL ) = F( stiL ) + F( ptiL ),отже:  

 

)]F(L)L(F[P pti
i

sti  . 

 

Вираз ймовірності P в експоненційному вигляді, з урахуванням того, що є 

справедливим співвідношення exp(lnP)P  , має вигляд: 

 

)]}F(L)L(F[exp{lnP pti
i

sti  . 

Оскільки: 

)]F(L)L(Fln[)]}F(L)L(F[ln{ ptistipti
i

sti

S

1i
 


, 

 

то такий вираз для ймовірності P: 

 

 })]F(L)L(F[lnexp{P
s

1i
ptisti 


,    (А.1) 

 

де s – протяжність програмної траєкторії в допустимій ділянці безпечного 

плавання D . 

Вибираючи одиницю вимірювання довжини s досить малою, суму виразу 

(А.1) можна представити у вигляді визначеного інтеграла: 

 

 ds})]F(L)L(F[lnexp{P
s

0
ptst  ,    (А.2) 

 

Виходячи з можливих значень ширини b допустимої безпечної ділянки 

плавання D  і частот їх повторень протягом всієї довжини програмної траєк-
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торії, перетворимо вираз ймовірності P, для чого у виразі (А.1) суму логари-

фмів 


S

1i
ln [F( stiL ) + F( ptiL )] доцільно представити в наступному вигляді: 

 

 





b

ptistiiptisti
1i

S

1i
)]F(L)L(Fln[m)]F(L)L(F[ln ,   (А.3) 

 

де b = maxb – minb – різниця між максимальною maxb  і мінімальною minb  

шириною допустимої безпечної ділянки; 

im – кількість пар нормальних відстаней stiL  і ptiL , які в сумі складають 

ширину ib .  

Вираз (А.3) можна записати у вигляді:  

 

})]F(L)L(F[ln
s

mexp{sP
b

1i

i
ptisti




 . 

 

У останньому виразі відношення im /s можна розглядати, як частоту по-

вторення значення конкретної ширини допустимої ділянки, що дорівнює ib . 

Значення ширини b допустимої ділянки змінюється від мінімального значен-

ня minb  до максимального maxb , тому розподіл частот im / s за значеннями 

ширини b ділянки D  можна використовувати як характеристику допустимої 

ділянки D , що формалізує її ступінь обмеженості. Вказану характеристику 

позначимо φ(b)  і вона є розподілом частот за значеннями ширини допустимої 

ділянки (аналогічно щільності розподілу ймовірностей). При цьому: 

 })]F(L)L(F[)lnφ(bexp{sP
b

1i
ptistii




 .   (А.4) 

 

У інтегральній формі вираз (А.4) набирає вигляду: 
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}db)]F(L)L(F[φ(b)lnexp{sP
bmax

bmin
ptst  . 

 

За допомогою отриманого виразу можлива апріорна оцінка ймовірності 

залежно від основних чинників: стисненості ( b ) допустимої ділянки пла-

вання D ; характеристик точності проведення, що виражаються в параметрах 

функції розподілу F( b );прокладки програмної траєкторії prTr (X,Y) в допус-

тимій ділянці плавання й довжини програмної траєкторії s.  

Положення програмної траєкторії prTr (X,Y) руху судна в допустимій ді-

лянці плавання D  доцільно характеризувати її зміщеністю відносно геомет-

ричної середини ділянки. Наприклад, якщо для всіх точок програмної траєк-

торії праве stiL  і ліве ptiL  нормальні відстані до меж допустимої ділянки од-

накові між собою, то характеристика зміщеності, очевидно, дорівнюватиме 

нулю. 

Введемо характеристику зміщеності програмної траєкторії bδ  в довіль-

ній точці програмної траєкторії  

 

bδ = 
ptst

SS
2
1  , 

 

яка є половиною модуля різниці нормальних відстаней. Зміщення biδ  доціль-

но групувати за значеннями ширини b  допустимої ділянки безпечного пла-

вання. Це означає, що уздовж всієї програмної траєкторії для заданого зна-

чення ib  ширини b  відбираються зміщення bijδ  і групуються за частотою по-

яв. При цьому отримуємо умовний розподіл частот зміщення для ширини, яка 

набуває значення, яке дорівнює ib . Умовний розподіл частот зміщення bijδ  

позначимо ( bδ / ib ). Зміщення bδ  може приймати максимальне bmaxiδ  і міні-

мальне bminiδ  значення, причому:  
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2/bδ ibmaxi  . 

 

Безумовний розподіл частот ( bδ , b ) появи зміщень залежно від значення 

ширини b  допустимої ділянки та величини зміщення bδ  отримаємо, об'єд-

нуючи отримані результати за всіма значеннями ширини b . Покажемо, що 

запропонована характеристика зміщеності програмної траєкторії ( bδ ,b ) до-

зволяє здійснювати оцінку безаварійного проведення судна P. 

Імовірність 
i

ρ  того, що окремо взяте i-е бічне відхилення 
bi

  не пере-

вищує нормальні відстані stiL (X,Y) s ptiL (X,Y) за допомогою величини змі-

щення bδ  записується в такий спосіб: 

 

)δ
2
bF()δ

2
bF(}LΔP{Lρ bi

i
bi

i
stibiptii  . 

 

Середньозважене значення 
mi

ρ  такої ймовірності 
i

ρ  для значення шири-

ни ib  з урахуванням умовного розподілу частот ( bδ / ib ), можна знайти з ана-

літичного виразу: 

 

bb
i

b
i

ib

δbimax

δbimin
mi dδ)δ

2
bF()δ

2
bF()b/δ(γρ   . 

 

Вираз для ймовірності безаварійного проведення судна в допустимій ді-

лянці з урахуванням отриманої формули, використовуючи залежність (А.2), 

можна записати в такому вигляді: 

 

 }{ db}dδ)]δ
2
bF()δ

2
bF()[b,δ(γφ(b)ln{sexpP

bmax

bmin
bbbb

δbimax

δbimin
  .  (А.5) 
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Як показує аналіз отриманого виразу, величина ймовірності P залежить 

від таких некерованих чинників, як розподілу частот повторення значень ши-

рини допустимої ділянки ( b ) і довжини програмної траєкторії руху судна s. 

Характеристика зміщеності програмної траєкторії ( bδ , b ) є керованою 

характеристикою, оскільки положення програмної траєкторії руху судна 

prTr (X,Y) в допустимій ділянці плавання D  проводиться при її попередній 

прокладці. 

Як випливає з виразу (А.5), істотним чинником також є точність прове-

дення судна відносно програмної траєкторії руху, яка визначається функцією 

розподілу F(x) бічного відхилення 
b

  судна. Зазначений чинник залежить від 

структури й розміщення компонентів системи навігаційного обладнання сти-

сненого маршруту плавання. 

 

 

А.2. Визначення нормальних відстаней stiL  і ptiL  

 

Покажемо як можна знайти в заданій точці траєкторії нормальну ширину 

ib  і зміщення biδ , скориставшись модифікованими масивами меж безпечної 

ділянки }L,β,Y,X{G~ sisis1s1st  , }L,β,Y,X{G~ pipip1p1pt   і програмної траєкто-

рії }S,K,YX{rT~ iit1,t1pr  . Це можливо за відомих нормальних відстанях stiL  і 

ptiL , тому їх необхідно знайти. На рис. А.1 показано ділянку програмної тра-

єкторії (локсодромії) з курсом K і відрізок лівої межі безпечної ділянки з ку-

том орієнтації ptβ . На локсодромії обрана точка з координатами ( tt Y,X ).Від 

неї нормальна відстань ptL  визначається відстанню між точками ( tt Y,X ) і 

( kk Y,X ).Для визначення величини ptL  необхідно знайти координати точки 

( kk Y,X ).  
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Рис. А.1. Визначення нормальної відстані ptL  

 

Точка ( kk Y,X ) є точкою перетину лівої межі ділянки безпечного пла-

вання й лінії, яка перпендикулярна до ділянки програмної траєкторії і прохо-

дить через задану точку ( tt Y,X ),тобто вона одночасно належить двом ліні-

ям. Тому, перш за все, необхідно знайти рівняння обох ліній, які представля-

ють систему рівнянь, що містять, як невідомі координати kX  і kY . Запишемо 

рівняння ділянки лівої межі, як прямої лінії, яка проходить через точки 

( kk Y,X ) та ( oo Y,X ) із заданим кутом орієнтації ptβ . При цьому має місце 

співвідношення: 

 pt
ok

ok tgβ
YY
XX




 ,      (А.6) 

 

з якого випливає рівняння ділянки лівої межі: 

 

 ptokptok βsin)Y(Yβcos)X(X   ,    (А.7) 
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що містить шукані змінні kX  і kY . 

Рівняння прямої лінії, яка перпендикулярна до ділянки програмної трає-

кторії і проходить через точку ( tt Y,X ),можна знайти за допомогою співвід-

ношення, аналогічного попередньому (А.6):  

 

ctgKK)-tg(90
YY
XX

kt

kt 


 . 

 

Звідки отримаємо друге рівняння: 

 

 Kcos)Y(YKsin)X(X ktkt   .    (А.8) 

 

Рівняння (А.7) і (А.8) складають систему лінійних рівнянь відносно невідо-

мих змінних kX  та kY : 

 

 











K.cos)Y(YKsin)X(X
βsin)Y(Yβcos)X(X

ktkt

,ptokptok    (А.9) 

 

З першого рівняння системи (А.9): 

 

ptoptkptoptk βsinYβsinYβcosXβcosX   ,  

 

або після ділення на ptβcos : 

 

ptoptkok tgβYtgβYXX   , 

звідки 

 AtgβYX ptkk  ,      (А.10) 
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де ptoo tgβYXA  . 

З другого рівняння системи (А.9) випливає: 

 

ctgK)Y(Y)X(X ktkt   ,  

звідки 

ctgKY-XctgKYX ttkk  , 

 

або, зробивши позначення ctgKY-XB tt , отримаємо: 

 

BctgKYX kk  . 

 

У останнє рівняння підставляємо вираз (А.10) для kX : 

 

BctgKYAtgβY kptk   або A-BctgK)tgβY pt(k  . 

 

Позначаючи ctgKtgβC pt  , отримаємо:  

 

C
A-BYk  . 

 

Отже, координати kX  і kY , необхідні для розрахунку нормальної відста-

ні ptL , визначаються формулами: 

 

 
C

A-BYk  , Atgβ
C

A-BX ptk  ,    (А.11)  

 

де ptoo tgβYXA  , ctgKY-XB tt  і ctgKtgβC pt  . 

Шукана нормальна відстань ptL  розраховується за допомогою очевидно-
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го вираження: 

2)tk
2)tkpt YY(XX(L  . 

 

Аналогічним чином проводиться розрахунок нормальної відстані до 

правої межі ділянки безпечного плавання. Причому координати точки 

( kk Y,X )обчислюються за допомогою формул: 

 

 
C

A-BYk  , Atgβ
C

A-BX stk  ,    (А.12)  

 

де stoo tgβYXA  , ctgKY-XB tt  и ctgKtgβC st  . 

У подальшому розглянемо окремі випадки визначення нормальних відс-

таней, що виникають у разі знаходження судна в областях точок зламу межі 

ділянки безпечного плавання або програмної траєкторії руху. На рис. А.2 

представлені дві ділянки межі безпечної зони, що знаходяться між точками 

1-kT , kT  і 1kT  , з напрямками kβ  та 1kβ  . У разі знаходження судна в точці 

tN  нормальна відстань визначається відрізком ttMN , причому розрахунок 

координат точки tM  проводиться за значеннями курсу sK  і напрямку kβ .  
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Рис. А.2. Нормальна відстань в першому окремому випадку 

У разі розрахунку координат чергової точки tM  для позиції судна 1tN  , 

виконувати за тими ж значеннями курсу sK  і напрямку kβ , то в результаті 

розрахунку отримаємо точку 1tM~  , що не належить до межі ділянки безпеч-

ного плавання. Через це для отримання коректного значення нормальної відс-

тані необхідно координати точки 1tM  , що належить межі, розраховувати, 

застосовуючи напрямок 1kβ   наступної ділянки межі. Тому для кожної розра-

хованої точки слід перевіряти чи належить вона межі ділянки безпечного 

плавання. Для цього слід провести порівняння пеленга з розрахованої точки 

на наступну точку зламу межі зони з напрямком її поточної ділянки. Якщо 

пеленг збігається з напрямком kβ , то це є ознакою приналежності 

)TT(M k1,1-kt  . У іншому випадку для такої позиції судна 1tN   розрахунок 

кінця нормальної відстані слід проводити за значеннями sK  і 1kβ  .  

Розглянемо ситуацію, яка показана на рис. А.3, коли k1k ββ  . Ця ситуа-

ція аналогічна попередній і має місце під час зміни напрямків послідовних 

ділянок межі безпечної зони, й розрахунок нормальної відстані проводиться 

за тим же алгоритмом.  

Під час виникненні ситуація одночасної зміни напрямків ділянок про-

грамної траєкторії і безпечної межі, як показано на рис. А.4, для позиції судна 

tN  точка tM , отримана за напрямком 1kβ  , з курсом sK , належить другій 

ділянці межі безпечної зони. 

У наступній позиції 1tN   судно потрапляє на другу ділянку програмної 

траєкторії, і розрахунок за 1sK  , 1kβ   визначає точку 1tM~  , що не належить 

безпечній межі. 
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Рис. А.3. Визначення нормальної відстані в другому випадку 

 

 
 

Рис. А.4. Визначення нормальної відстані в третьому випадку 
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Ця обставина дозволяє уточнити умову приналежності під час зміни кур-

су програмної траєкторії: перша позиція судна після зміни курсу програмної 

траєкторії для розрахунку точки кінця нормальної відстані використовує па-

раметри попередньої ділянки безпечної межі. У результаті цієї умови отриму-

ємо точку 1tM  , яка знаходиться на безпечній ділянці (рис. А.4). 

 

 

А.3. Оцінка ймовірності безпечного проведення судна заданим стисне-

ним маршрутом 

 

Для маршруту, який показаний на рис. 3.8, а розподіл його нормальної 

ширини – на рис. 3.13, був проведений аналіз безпеки плавання. Для різних 

законів розподілу похибки бічного відхилення за допомогою комп'ютерної 

програми розраховувалися значення точної і наближеної ймовірності безпеч-

ного проходження маршруту. 

Виведення інформації про ймовірність безпечного плавання маршрутом 

в разі розподілу похибок бічного відхилення за нормальним законом з σ=27,5 

показаний на рис. А.5, з якого випливає, що в разі розподілу похибок за цим 

законом із прийнятою точністю (дисперсією) плавання маршрутом є немож-

ливим, оскільки ймовірність його безпечного проходження дорівнює 0. Більш 

того, ймовірність P  обертається в 0 під час проходження тільки 20% маршру-

ту.  

Як випливає з рис. А.6, в разі розподілу похибок бічного відхилення за 

змішаним законом першого типу, значення точної ймовірності безпечного 

проходження маршруту 0,6997P  . 
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Рис. А.5. Інформація про безпеку при нормальному законі 

 

 
 

Рис. А.6. Безпека плавання при змішаному законі 1-го типу 
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Зазначимо, що ця ймовірність також дуже мала, що пояснюється знач-

ною стисненістю маршруту й низькою точністю контролю місця судна. 

 Для випадку, коли похибки бічного відхилення підкоряються змішаному 

закону другого типу, на рис. А.7 представлена інформація з безпеки плавання. 

У цьому випадку точна ймовірність становить 0,7439P  , яка неприпустимо 

низька для безпечного проведення судна цим маршрутом. Таким чином, при 

прийнятій точності визначення бічного відхилення з σ=27,5 безаварійне про-

ведення судна незалежно від закону розподілу похибок бічного відхилення 

неможлива. 

 

 
 

Рис. А.7. Безпека плавання при змішаному законі 2-го типу 

 

Для розглянутого в прикладі маршруту в разі розподілу похибок бічного 

відхилення за трьома згаданими законами розподілу був проведений аналіз 

необхідної точності визначення бічного відхилення, при якій ймовірність 

безпечного проведення судна не повинна бути меншою ніж 0,999.  
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Як показано на рис. А.8, при розподілі похибок бічного відхилення за за-

коном Гаусса ймовірність 0,9994P   має місце при 3σ  , а ймовірність 

0,9996P   і не гірше забезпечується в разі розподілу похибок за змішаним 

законом першого типу з параметром 6n   і 5σ  , що випливає з рис. А.9. 

При такій же точності 5σ   в разі розподілу похибок за змішаним законом 

другого типу з параметром 5n  , як видно з рис. А.10, досягається ймовір-

ність P  не гірше ніж 0,9995.  

 

 
 

Рис. А.8. Необхідна точність для закону Гаусса 
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Рис. А.9. Необхідна точність для змішаного закону 1 типу 

 

 
 

Рис. А.10. Необхідна точність для змішаного закону 2 типу 
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А.4. Порівняльна характеристика двовимірної й одновимірної моделей 

оцінювання ймовірності проведення судна п'ятьма заданими марш-

рутами 

 

За допомогою розробленої комп'ютерної програми було сформовано сти-

снений маршрут 1 плавання судна, використовуючи введені масиви меж діля-

нки безпечного плавання й програмної траєкторії плавання судна, які пред-

ставлені на рис. А.11. Приймалося, що похибки навігаційних вимірювань під-

коряються нормальному закону розподілу. Для маршруту 1 приймалося зна-

чення с. к. в., яке дорівнює 5. За допомогою програми проводився розрахунок 

оцінювання ймовірності 2P  безпечного проведення судна стисненим маршру-

том 1, при цьому отримано значення ймовірності 2P =0,484, що показано на 

рис. А.12. 

За допомогою комп'ютерної програми були визначені одномірні характе-

ристики маршруту 1, тобто його стисненість і зміщеність програмної траєк-

торії, що дозволило зробити точне оцінювання ймовірності безпечного пла-

вання 1P  за одновимірною моделлю, причому, як випливає з рис. А.13, 

487,0P1  .  

 

 
 

Рис. А.11. Відображення маршруту 1 
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Рис. А.12. Оцінювання ймовірності 2P  проведення маршрутом 1 

 

 
Рис. А.13. Оцінювання ймовірності 1P  проведення судна маршрутом 1 

 

 Вибором двовимірних масивів правої і лівої меж ділянки безпечного 

плавання, а також програмної траєкторії руху судна, які показані на рис. А.14, 

аналогічно був сформований маршрут 2. Результати визначення ймовірності 

2P  = 0,546 при точності місця судна с. к. в. σ=2,42 представлені на рис. А.15. 

На рис. А.16 у свою чергу показані результати розрахунку значення ймовір-

ності 543,0P1   безпечного проведення судна маршрутом 2, виконаного імі-

таційної програмою. 
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Рис. А.14. Маршрут 2 плавання судна 

 

 
Рис. А.15. Визначення ймовірності 2P  проведення маршрутом 2 

 

 
Рис. А.16. Визначення ймовірності 1P  плавання маршрутом 2 
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На рис. А.17 представлений маршрут 3 плавання судна у стисненому ра-

йоні, особливістю якого є менший ступінь стисненості відносно попередніх 

маршрутів. Розрахунок ймовірності безпечного проведення судна за даним 

маршрутом проводився з точністю σ=4,3. Як випливає з рис. А.18, ймовір-

ність 982,0P2   отримана моделлю із двовимірною щільністю векторіальної 

похибки. На рис. А.19 показані результати альтернативної оцінки ймовірності 

безпеки плавання судна маршрутом 3 за допомогою моделі одновимірної 

щільності розподілу похибки бічного відхилення, яка склала 9818,0P1   і 

практично збігається з ймовірністю 2P  для цього випадку. 

Маршрут 4 плавання судна у стисненому районі зі зміщенням програм-

ної траєкторії руху судна до лівої межі ділянки безпечного плавання, пред-

ставлений на рис. А.20. Оцінка ймовірності безаварійного проведення судна 

за маршрутом 4 проводилася з точністю контролю місця судна, яка дорівнює 

с.к.в. σ=5,8. Розсіювання місця судна в разі оцінки ймовірності 2P  безпечного 

проведення судна під час плавання маршрутом 4 показано на рис. А.21. У ре-

зультаті розрахунку значення ймовірності склало 916,0P2  . Оцінювання 

ймовірності безпечного плавання також проводилося за одновимірною мо-

деллю і, як випливає з рис. А.22, склало величину 9179,0P1  . 

 

 
 

Рис. А.17. Маршрут 3 плавання судна в стисненому районі 
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Рис. А.18. Оцінювання ймовірності 2P  під час плавання судна маршрутом 3 

 

 
 

Рис. А.19. Оцінювання ймовірності 1P  проведення судна маршрутом 3 
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Рис. А.20. Маршрут 4 проведення судна у стисненому районі плавання 

 

 
 

Рис. А.21. Ймовірності 2P  під час проведення судна маршрутом 4 
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Рис. А.22. Оцінювання ймовірності 1P  проведення судна маршрутом 4 

 

Як заключне розглянемо проведення судна маршрутом 5, показаним на 

рис. А.23, причому стисненість цього маршруту більша, ніж попереднього, 

оскільки програмна траєкторія руху судна у двох місцях небезпечно близько 

розташовується до меж безпечної ділянки плавання. Точність контролю місця 

судна під час плавання судна цим маршрутом обрана вищою, а с.к.в. складає 

σ=4,6. Оцінювання ймовірності безпечного плавання за моделлю двовимірної 

щільності з припущенням про нормальний розподіл векторіальної похибки, 

як показано на рис. А.24, становить 817,0P2  . 
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Рис. А.23. Маршрут 5 плавання судна у стисненому районі 

 

 
 

Рис. А.24. Імовірність 2P  під час плавання судна маршрутом 5 

 

За допомогою моделі одновимірної щільності розподілу похибки бічного 

відхилення також була визначена ймовірність, величина якої склала 

8149,0P1  , що випливає із рис. А.25. 
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Рис. А.25. Імовірність 1P  безпечного плавання судна маршрутом 5 
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Б.1. Динамічні моделі обертального руху судна 

 

Перша найпростіша динамічна модель руху судна, як зміна курсу судна 

K під дією пера керма, розглядає поворот судна з постійною кутовою швидкі-

стю й описується диференційним рівнянням, яке має наступний вигляд [213]: 

,βkK kω  

 

де ωk – коефіцієнт ефективності керма;  

kβ – кут кладки пера керма. 

Враховуючи, що  = K , вихідне рівняння можна записати у вигляді: 

 

kω βkω  ωa , 

 

після інтегрування якого, отримаємо вираз для поточного курсу судна K в фу-

нкції часу: 

τdωKK
t

0
o  = τdaK ω

t

o
0
 . 

 

Таким чином, отримуємо вираз: 

 

K = taK ωo  . 

 

У даній моделі поворот судна має тільки одну фазу й тому kΔt =. Тому:  

 

 К ωa  або  = К / ωa .    (Б.1) 

 

Прирощення координат оперуючого судна за час повороту : 
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,td](t)KK[sinVxΔ o
τ

o
0

o    td](t)KK[cosVyΔ o
τ

o
0

o   , 

 

У які підставляємо вираз для K(t): 

 

,td)t aK(sin VxΔ ωo
τ

o
0

o    td)t aK( cosVyΔ ωo
τ

o
0

o   . 

 

Спочатку розглянемо вираз для oxΔ : 

 

td)t aK(sin VxΔ ωo
τ

o
0

o   = td)t a( cosKsinV ω

τ

oo
0
 +  

td)t a(sin KcosV ω

τ

oo
0
 . 

 

Введемо позначення s = td)t a(sin ω

τ

0
  і с = td)t a( cos ω

τ

0
 . Отже, вираз 

для oΔx  набуває наступного вигляду:  

 

oxΔ = oo K(sinV с + oKcos s). 

 

Після інтегрування прирощення координати oxΔ :  

 

oxΔ = ]}1)a[cos(Kcos)asin(K{sin
a
V

ωω
ω

o
oo   . 

 

Оскільки К ωa , вираз для oxΔ  набирає вигляду:  
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K)].Kcos(K[cos
a
V

]}1K[cosKcosKsinK[sin
a
V

xΔ oooo
ω ω

oo
o   

Враховуємо, що oK +К= yK , де yK – курс другої ділянки програмної траєк-

торії судна, тому остаточний вираз для oxΔ : 

 

oxΔ  = )KcosK(cos
a
V

yo
ω

o  . 

 

Аналогічно знаходимо вираз для oyΔ : 

 

td](t)KK[cosVyΔ o
τ

o
0

o   = td)t a( coscosKV ω

τ

oo
0
  –  

- td)t a(sin sinKV ω

τ

oo
0
 , 

або 

 oyΔ = 
ω

o
a
V

[ oKcos  sin К + osinK (cos К – 1)],  

остаточно 

oyΔ = 
ω

o
a
V

( sin yK – osinK ). 

 

Отже, розрахунок прирощення координат oxΔ  і oΔy  виконується за на-

ступними формулами:  

  

oxΔ  = )KcosK(cos
a
V

yo
ω

o  , 

 )KsinK(sin
a
V

yΔ oy
ω

o
o  .     (Б.2) 
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Друга динамічна модель обертального руху судна описується неоднорід-

ним лінійним диференційним рівнянням з постійними коефіцієнтами [16]: 

 

,βkKKT kω1    

 

де 
1

T  – постійна часу, що характеризує інерційні властивості судна.  

Знайдемо розв'язок даного диференційного рівняння, записавши його з 

урахуванням Kω  :  

kω βkωωT 1  . 

 

Оскільки дане рівняння є неоднорідним, тому його загальний розв'язок є роз-

в'язком відповідного однорідного рівняння і частинного розв'язку [18], тобто: 

 

 ,ωωω rod        (Б.3) 

 

де odω  і r  – відповідно розв'язок аналогічного однорідного рівняння і час-

тинний розв'язок. 

Знайдемо розв'язок для odω : 

 

,0ωωT odod1   

 

з характеристичним рівнянням: 

,01kT1   

 

що має корінь k=-1/ 1T . Отже [18], розв'язком однорідного диференційного 

рівняння є:  

)T/t(expCω 11od  . 
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Тому вираз (Б.3) набуває наступного вигляду: 

 

 .ω)T/t(expCω r11      (Б.4) 

 

Постійна інтегрування 1C  знаходиться з початкових умов при t = 0. Позначи-

мо початкове значення кутової швидкості через oω  і, підставляючи в (Б.4) t = 

0, отримуємо вираз для постійної інтегрування 1C : 

 

 .ωωC ro1        (Б.5) 

 

Тоді, підставляючи (Б.5) в (Б.4), для  остаточно отримаємо такий вираз:  

 

 rro ω)T/t(exp)ω(ωω 1  .    (Б.6) 

 

Інтегруючи останнє рівняння, отримаємо вираз для поточного курсу суд-

на K: 

τd]ω)T/(-τexp)ω(ω[KK rr
t

1o
0

o   . 

Позначимо:  

oJ  = ,τd]ω)T/(-τexp)ω(ω[ rr

t
1o

0
  

і знайдемо вираз для даного інтеграла. Очевидно, що: 

 

oJ = τd]ω)T/(-τexp)ω(ω[ rr

t
1o

0
 =  

 τd])T/(-τexp)ω(ω[ 1r

t
o

0
 + τdω r

t

0
  ,  



 317 

або 

oJ = tωdτ)T/(-τexp)ω(ω r

t

r 1
0

o   . 

 

Остаточно для інтеграла oJ
:  

 

 oJ
=

])T/t(-exp-1[)ω(ωTtω 11 orr 
. 

 

Отже, вираз для курсу судна має такий вигляд: 

 

 )]T/t(-exp-1[)ω(ωTtωKK 11 orro  .   (Б.7) 

 

Знайдемо залежності для курсу судна на першій і другій фазах повороту. 

На першій фазі повороту тривалістю kΔt  початкове oω  і стале rω  значення 

кутової швидкості: 

 

oω = 0 і .aβkω ωkωr   

 

У цьому випадку вираз (Б.7):  

  

 }])T/t(-exp-1[aTtaKK 11 ωωo    

або 

 .}])T/t(-exp-1[Tt{aKK 11ωo      (Б.8) 

 

У момент часу ktt n   відбувається перекладка керма на протилежний 

борт на кут - kβ  і кермо утримується в такому положенні протягом інтервалу 
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часу t. При цьому початкове значення кутової швидкості на момент часу 

kΔt  визначається виразом ,])T/t(-exp-1[aω 1kωo   а стале значення ку-

тової швидкості ωr aω  . Підставляючи вирази oω  і rω  в (Б.7): 

 

])T/t(exp1[}])T/t(-exp1[a--a{TtaKK~ 111 kωωω  . 

 

Залежність поточного курсу K~  для другої фази повороту: 

 

 }t-])T/t(exp1[])T/t(-exp-2[T{aKK~ 111 kω  .  (Б.9) 

 

Обчислення інтервалів часу kΔt  і t вимагає складання системи рівнянь, 

яка має такий вигляд (4.4): 

 

 










0t)Δ,t(ω
t)(ΔK~)t(KKΔ

k

k .     (Б.10)  

  

Перше рівняння системи (Б.10) запишемо в явному вигляді, використав-

ши вирази (Б. 8.) і (Б.9): 

 

])/Tt(exp2[T{a}])/Tt(-exp-1[Tt{aKΔ 1111 kωkkω     

 }t-])T/t(exp1[ 1  . 

Розділимо обидві частини отриманого рівняння на величину ωa :  

 

])/Tt(exp2[T{a}])/Tt(-exp-1[TtK/aΔ 1111 kωkk ω     

 t-])T/t(exp1[ 1  , 
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У результаті чого отримаємо вираз для розрахунку kΔt  методом простих іте-

рацій [19]: 

 

ωkkk a/KΔ])T/t(-Δexp-1[])/Tt(exp2[TtΔ])/Tt(-exp-1[Tt 11111  , 

 

з початковим наближенням kΔt = .a/KΔ ω   

У наведеному виразі для простих ітерацій величину t необхідно вирази-

ти через kΔt . З цією метою скористаємося другим рівнянням системи (Б.10) і 

початковим значенням кутової швидкості другої фази повороту: 

 

,])T/t(-exp-1[aω 1kωo   ωr aω  . 

 

Після підстановки цих значень в (Б.10), отримаємо: 

 

( kΔt , t ) = ])T/t(-exp-1[a{ 1kω  + ωa } )T/tΔ(exp 1 ωa = 0,  

 

тобто 

)T/t(-exp-1[a 1kω  + 1] )T/tΔ(exp 1 ωa = 0 , 

або 

,0}1)T/tΔ(exp])T/t(exp2[{a 11kω   

звідки:  

,1)T/tΔ(exp])T/t(exp2[ 11k   

тобто 

,)T/tΔ(exp])T/t(exp2[ 1
1-

1k   
 

логарифмуючи обидві частини останнього рівняння, отримаємо: 

  



 320 

)]/Ttexp(-2ln[
T
Δt

1
1

k , 

або 

])T/t(exp2[n1TtΔ 11 k . 

 

Останнє рівняння пов'язує змінні kΔt  і t, що дозволяє зробити ітера-

ційне обчислення тривалості кожної з фаз повороту судна й тривалість пово-

роту . 

Прирощення координат oΔx  і oΔy  оперуючого судна за час повороту  

визначаються виразами:  

 

,td](t)KK[sinVxΔ o
τ

o
0

o    td](t)KK[cosVΔy o
τ

o
0

o   . 

 

З урахуванням того, що поворот судна містить дві фази, попередні інтег-

рали для oΔx  і oΔy  приймають такого вигляду: 

 

td]KK[sinVxΔ o
tk

o
0

o  


 + ,td]K~)tK(K[sinV ko

t

o
0




 

td]KK[cosVyΔ o
tk

o
0

o  


+ td]K~)tK(K[cosV ko

t

o0



. 

При підстановці виразів (Б. 8.) і (Б.9) в попередні рівняння, отримаємо 

вираз для прирощення oΔx : 

 

  


td]}])T/t(-exp-1[Tt{a[ cosKsinVxΔ 11
0

ω

kt

ooo  

  


td]}])T/t(-exp-1[Tt{a[sincosKV 11
0 ω

kt

oo    (Б.11) 
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  td]}t])T/t(exp1[])T/t(-exp-2[T{[acos)]tK(sin[KV 111
0 kω

tΔ

koo   

td]}t])T/t(exp1[])T/t(-exp-2[T{asin[)]tK(cos[KV 111
0 kω

tΔ

koo   , 

 

де }])/Tt(-exp-1[Tt{a)tK( 1k1kk ω  ; 

ωa  – стале значення кутової швидкості повороту. 

Аналогічно знаходимо вираз для прирощення координати oΔy : 

  

oΔy  


td]}])T/t(-exp-1[Tt{a[ cosKcosV 11
0 ω

kt

oo  

  


td]}])T/t(-exp-1[Tt{a[sinsinKV 11
0 ω

kt

oo    (Б.12) 

   -t d]}t])T/t(exp1[])T/t(-exp-2[T{[acos)]tK(cos[KV 111
0 kω

tΔ

koo   

td]}t])T/t(exp1[])T/t(-exp-2[T{asin[)]tK(sin[KV 111
0 kω

tΔ

koo   . 

 

Отримані вирази дозволяють обчислити необхідні значення величин t, 

kΔt , oΔx  і oΔy  для другої динамічної моделі обертального руху судна. 

Визначені інтеграли, які входять у вирази для oΔx  і oΔy , не виражають-

ся в елементарних функціях, тому їх значення знаходяться чисельним інтег-

руванням, наприклад, методом Сімпсона. 

У роботі [16] наведено третю динамічну модель обертального руху суд-

на, яка представлена неоднорідним лінійним диференційним рівнянням тре-

тього порядку з постійними коефіцієнтами, яке має такий вигляд: 

 

,βKKK)TT(KTT kω2121     
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де 
1

T  і 
2

T  – постійні часу, що характеризують інерційні властивості судна. 

 Як показано в роботі [16], розв'язання цього рівняння проводиться таким 

чином. Вираз для K, на першій фазі повороту: 

 

 )}TT(/}])T/t(exp1[T])T/t(exp1[T{t{aKK
212

2
21

2

1ωo  .  (Б.13) 

 

Вираз для поточного курсу судна на другій фазі повороту K~  має такий ви-

гляд: 

 

 taKK~ ω })TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{a
212211 kkω  → 

 )TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
 .   (Б.14) 

 

Наведені вирази (Б.13) і (Б.14) дозволяють записати перше рівняння для за-

даної зміни курсу К під час повороту оперуючого судна, проте спочатку не-

обхідно навести вирази для прирощення курсу на першій K( kt )і другій 

K~ (t) фазах повороту. Підставляємо значення kt  у вираз (Б.13) і отримує-

мо:  

)}TT(/}])T/t(exp1[T])T/t(exp1[T{t{at(K
212

2
21

2
1 kkk)k ω

  . 

 

Таким же чином, підстановка t у (Б.14) дозволяє отримати вираз для 

прирощення курсу на другій фазі повороту K~ (t): 

 

})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{atat)(K~
212211 kkωω    

)TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
 . 

 

Отримані вирази підставляємо у формулу прирощення курсу й отримаємо: 
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-)}TT(/}])T/t(exp1[T])T/t(exp1[T{t{aK
212

2
21

2

1 kkkω   

 taω })TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{a
212211 kkω   

)TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
  . 

 

Розділимо обидві частини рівняння на величину ωa : 

 

)TT(/}])T/t(exp1[T])T/t(exp1[T{t
212

2
21

2

1 kkk  - 

 t })TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{
212211 kk   

)TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
 ωK/a . 

 

З останнього виразу записуємо залежність kt  від t:  

  

kt = t )TT(/}])T/t(exp1[T])T/t(exp1[T{
212

2
21

2

1 kk   - 

– })TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{
212211 kk     (Б.15)  

)TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
 + К/ ωa . 

 

Підставляючи в (Б.10) значення початкової та сталої кутової швидкості 

на другій фазі повороту й прирівнюючи отриманий вираз до нуля, отримаємо 

друге рівняння: 

 

})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[{2att(ω
212211 kkω),k    

0a)T-T/()]t/Texp(T)t/Texp([T ω212211
 . 

 

Скорочуючи обидві частини на ωa , отримуємо наступне рівняння:  
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})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{
212211 kk   

1)T-T/()]t/Texp(T)t/Texp([T
212211
 . 

  

Після елементарних перетворень в останньому рівнянні:  

 

 )T-T()]t/Texp(T)t/Texp([T
212211

 

1-})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{
212211 kk  , 

 

що дозволяє записати отримане рівняння у формі, зручній для обчислення 

способом простих ітерацій. Тому запишемо: 

 

 ])/TT-T[()t/Texp()T/T()t/Texp(
1212121

 

1-})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{
212211 kk  . 

 

Після логарифмування обох частин останнього рівняння отримаємо: 

 

 ])/TT-T[()t/Texp()T/Tln{(t/T
1212121

 

1-})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{
212211 kk  }, 

звідки  

 ])/TT-T[()t/Texp()T/T(lnTt
1212121

{  

1-})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{
212211 kk  }. 

 

Позначимо L= )TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2
212211 kk   й остаточно 

отримаємо вираз, який зв'язує kt  з t: 

 

 }{ 1-L])/TT-T[()t/Texp()T/T(lnTt
1212121

 .   (Б.16) 
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Для розрахунку величин kt  і t методом простих ітерацій, задаємося 

попереднім значенням kt  і за допомогою виразу (Б.15) обчислюється зна-

чення t, яке підставляється у вираз (Б.10) для розрахунку чергового значення 

kt . 

Вирази для розрахунку прирощення координат судна oΔx  і oΔy  за час 

повороту  мають вигляд: 

 

{cosKsinVΔx
tk

oo
0

o 


   ])T/t(exp1[T{t{a
1

2

1ω  

)}TT(/}])T/t(exp1[T
212

2
2  }dt + sincosKV

tk

oo
0



{ t{aω  

 ])T/t(exp1[T{
1

2

1
)}TT(/}])T/t(exp1[T

212
2
2   }dt + 

+ )]tK(Ksin[V koo  cos
t

0



{  ta
ω

   (Б.17) 

})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{a
212211 kkω   

)TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
 }dt + 

+ )]tK(Kcos[V koo  sin
t

0



{  taω  

})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{a
212211 kkω   

)TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
 }dt; 

oΔy coscosKV
tk

oo
0



 {  ])T/t(exp1[T{t{a
1

2

1ω  

)}TT(/}])T/t(exp1[T
212

2
2  }dt – sinsinKV

tk

oo
0



{ t{aω  

 ])T/t(exp1[T{
1

2

1
)}TT(/}])T/t(exp1[T

212
2
2   }dt + 
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+ )]tK(Kcos[V koo  cos
t

0



{  taω  (Б.18) 

})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{a
212211 kkω   

)TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
 }dt - 

- )]tK(Ksin[V koo  sin
t

0



{  taω  

})TT(/])T/t(expT)T/t(expT[2{a
212211 kkω   

)TT(/}])T/t(-exp1[T])T/t(-exp1[T{ 212
2
21

2

1
 }dt. 
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Б.2. Оперативна оцінка безпеки плавання і вибір безпечного маршруту 

проведення судна під час проходження в порт Чорноморськ 

 

Уявімо оперативну оцінку безпеки плавання й вибір безпечного маршру-

ту проведення судна під час заходу в порт Чорноморськ, для чого скористає-

мося електронною картою підходів до нього, яка показана на рис. Б.1. У свою 

чергу, прогнозоване положення судна після завершення повороту вправо з 

попереднього курсу 165° на курс 285° для входу в порт показано на рис. Б.2. 

Його напрямок руху показано вектором швидкості. 

Після попереднього аналізу навігаційної обстановки було прийнято рі-

шення як три орієнтири для визначення місця судна вибрати орієнтири, які 

показані на рис. Б.3 і відзначені колами зеленого кольору. 

 

 
Рис. Б.1. Електронна карта підходів до порту Чорноморськ 
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Рис. Б.2. Положення судна після закінчення повороту 

 

 
Рис. Б.3. Вибір трьох орієнтирів для визначення місця 

 

Враховуючи відносне розташування обраних орієнтирів і значень диспе-

рсій похибок вимірювань дистанції й пеленгу, були розраховані значення по-

казника 
md3D  для формування поля точностей без оцифрування, яке показано 

на рис. Б.4. 
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Поле точностей обраних орієнтирів з оцифруванням представлено на 

рис. Б.5, аналіз якого показав, що точність проходження судна програмним 

маршрутом становить близько 60 метрів.  

 

 
Рис. Б.4. Відображення поля точностей без оцифрування 

 

 
Рис. Б.5. Відображення поля точностей з оцифруванням 
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Слід зазначити те, що значення показника 
md3D  приблизно дорівнюють 

його значенням відносно прогнозованого маршруту проведення судна в порт. 

Після завершення повороту судна через траєкторні похибки виникає смуга 

руху судна, в якій воно може переміщатися під час проходження в порт. На 

рис. Б.6 показана смуга руху судна, яка відображена на електронній карті.  

Укрупнений фрагмент електронної карти показаний на рис. Б.7, він міс-

тить смугу руху судна, що виникає унаслідок траєкторної похибки повороту, 

яка знаходиться в межах системи розподілу руху й не становить загрозу ви-

никнення аварії.  

Обрана безпечна траєкторія руху судна показана на рис. Б. 8., яка врахо-

вує безпечний рух цілі й інші істотні чинники. У даному прикладі обрана тра-

єкторія збігається з рекомендованим маршрутом проведення судна в порт Чо-

рноморськ, який вибирається як безпечний.  

 

 
 

Рис. Б.6. Смуга руху судна після повороту 
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Рис. Б.7. Фрагмент смуги руху судна після повороту 

 

 
 

Рис. Б.8. Безпечна траєкторія руху судна після повороту 
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В.1. Ефективність обсервованих координат судна при розподілі похибок 

ліній положення за змішаними законами 

 

Для визначення ефективності необхідно знайти вирази невласних інтег-

ралів p, q і s, що залежать від щільності дійсного (x)f  і гаданого (x)  розпо-

ділів. 

У разі різних дисперсій дійсного (x)f  і гаданого (x)  нормальних роз-

поділів щільності мають вигляд: 

 

}
2σ
xexp{-

σ2π
1(x) 2

mm

2
 , 

}
2σ
xexp{-

σ2π
1(x) 2

rr

2
f . 

 

Раніше отримали вираження для невласних інтегралів q, p, і s:  

 

}dx
(x)

(x)]
x

[(x)(x)]
x

[
(x){q 2

2
2

2

R1 









  f , 

dx}]
(x)

(x)
x(x){[p

R1

2 






f  и 

 



1R

dx
(x)

(x)]
x

[
s

2

f

f
. 

 

Звертаємо увагу на те, що невласний інтеграл q представляє різницю 

двох інтегралів:  
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






  }dx
(x)

(x)]
x

[(x)(x)]
x

[
(x){q 2

2
2

2

R1 


f  

}dx
(x)

(x)(x)]
x

[
(x){ 2

2

2

R1 





  f }dx
(x)

(x)]
ξ

[
(x){ 2

2

R1 





  f , 

 

причому другий інтеграл в отриманому виразі дорівнює інтегралу p. 

Тому можна записати: 

p-}dx
(x)

(x)]
x

[
(x){q

2

2

R1 





  f . 

 

Знайдемо необхідні похідні:  

 

)
2σ
xexp(-

σ2π
1

σ
x})

2σ
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σ2π
1{

x
(x)

x 2
mm

2
m

2
mm

22







  ,  

тому 

)
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σ
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σ
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σ
x{

x
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x 2
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4
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2

2
m

2
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2
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2

2 22







  . 

 

Отже: 

4
m

2
2

2
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2
2
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2
m

2

σ
x)]

2σ
xexp(-

σ2π
1/[)]

2σ
xexp(-

σ2π
1

σ
x[]

(x)

(x)
x[

22







,  

4
m

2

2
m

2
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2
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4
m

2

2
m σ

x
σ
1-)]

2σ
xexp(-

σ2π
1/[])

2σ
xexp(-

σ2π
1)

σ
x

σ
1(-[

(x)

(x)]
x

[ 222

2







. 

 

З урахуванням отриманих виразів знаходимо невласний інтеграл p: 
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


  )dx
2σ
xexp(-

σ2π
1

σ
xdx}]

(x)

(x)
x(x){[p 2

rr
4
m

2
2

2

R1R1 


f  

)dx
2σ
xexp(-

σ2π
1x

σ
1

2
rr

2
4
m

2

R1
 . 

 

Враховуючи, що 2
r2

r

2

r

2 σ)dx
2σ
xexp(-

σ2π
1x

R1

 , остаточно отримаємо: 

4
m

2
r

σ
σp  . 

Невласний інтеграл q в цьому випадку буде мати такий вигляд: 

 

 



R1R1

4
m

2
r

2
rr

4
m

2

2
m σ

σ-)dx
2σ
xexp(-

σ2π
1)

σ
x

σ
1(-p-}dx

(x)

(x)]
x

[
(x){q

22

2




f , 

або 

2
m

4
m

2
r

4
m

2
r

2
m

4
m

2
r

2
r

2

r
4
m

2

2
m σ

1-
σ
σ-

σ
σ

σ
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σ
σ-)dx

2σ
xexp(-

σ2π
1)

σ
x

σ
1(-q

R1

  . 

 

Знайдемо невласний інтеграл, для чого знайдемо необхідну похідну: 

 

)
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xexp(-

σ2π
1

σ
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x
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2
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2
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2
2
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4
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2
2

22
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)
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xexp(-

σ2π
1

σ
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2
rr

4
r

2 2
 . 

 Тому  
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2
r

4
r

2
r

1
2
r

2

r

2
4
r σ

1
σ
σ)dx

2σ
xexp(-

σ2π
1x

σ
1s

R

  ,  

або 

2
rσ

1s  . 

 

Таким чином, отримані вирази для всіх трьох невласних інтегралів: 

 

2
mσ
1-q  , 4

m

2
r

σ
σp  , 2

rσ
1s  . 

 

Отже, ефективність оцінюється наступним виразом: 

 

1

σ
1

σ
σ

σ
1

ps
qe

2
r

4
m

2
r

4
m

2
 . 

 

Розглянемо випадок, коли похибки ліній положення розподілені за змі-

шаним законом першого типу. У цьому випадку передбачувана щільність ро-

зподілу похибок )(  є нормальною, а дійсна щільність належить до зміша-

ного розподілу першого типу, яка має наступний аналітичний вигляд:  

 

 12
m

)2/(
A)( 

 mf


 , ( 6m )     (В.1)  

  

де 2/1
22

)!2(2
)!(2Am

 m
m

m
m 


 – нормуючий множник; 

m – істотний параметр, який набирає цілочисельні значення; 

 – масштабний параметр. 
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Гадана щільність нормального розподілу має вигляд:  

 

}
2

exp{-
2
1)( 2

2





  . 

 

Знайдемо невласні інтеграли q, p, і s.  

У попередньому випадку були отримані вирази для похідних щільності 

)(x : 

 )
2σ

exp(-
σ2π

1
σ

)(
x 2

mm
2
m

2 

 ,    (В.2) 
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2
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 ,    (В.3) 

 4
m

2
2

σ
]

)(

)(
x[ 







.      (В.4) 

 4
m

2

2
m σσ
1-

)(

)](
x

[ 2

2









.      (В.5) 

 

С урахуванням наведених виразів знаходимо невласний інтеграл p: 

 








 d

)2/(
Ad}]

)(

)(
{[)(p 1m2

m
4

2
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2

R1





  f . 

 

Невласний інтеграл q в цьому випадку буде мати такий вигляд: 

 

p -d}
)(

)()]([
{)(q 2

2

2
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




 
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  f  = p-d
)2/(

A)1-( 1m2
m

4

2

2
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
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 , 
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або 




   








d
)2/(

A-d
)2/(

A)1-(q 1m2
m

4

2

1m2
m

4

2

2
R1R1

 

,1-d
)2/(

A1- 21m2
m

2
R1 







   

 

оскільки 


d
)2/(

A
1m2

m

R1
  = 1.  

Таким чином:  

2
1-q


 . 

 

Повертаючись до інтеграла p, відзначимо: 

 










 d
)2/(

A1d
)2/(

Ap 1m2
m2

41m2
m

4

2

R1R1
 




  ,  

або  

24 μ1p


 , 

 

де  2  – другий центральний момент дійсного розподілу випадкових величин 

вимірювання. 

Другий центральний момент 2μ : 

1-m2
2μ2


 , 

 

отже, невласний інтеграл р визначається виразом:  

 

1-m2
21p 4



 . 
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Знайдемо вираз для невласного інтеграла s:  

 


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
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)]([
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


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f
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, 

 

з цією метою знайдемо вираз для похідної: 
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
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. 

 

 З урахуванням отриманого виразу для підінтегральної функції невласний 

інтеграл s набуває вигляду: 

 

 


R1
3m2

2
2

m )2/(
1)m(As 


 d . 

 

Знайдемо розв'язок інтеграла:  

 

 


R1
3m2

2

)2/(
J 


 d . 

 

Для цього скористаємося співвідношенням:  
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1-
ν

R1
1ν2 A

λ)2/(


 
d , 

 

де νA  – нормуючий множник, що дозволяє використовувати вихідну підінте-

гральну функцію як щільність розподілу. 

Як і раніше, можна записати:  
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де  
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Тому справедливою є рівність:  
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d , 

 

яку доцільно переписати в наступному вигляді: 
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112 B

)12/(
1 

 
 

 


d   

або 
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Введемо позначення -1h  і отримаємо: 
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Диференціюючи обидві частини рівності за параметром h і отримаємо: 
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2
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2
(

2
1 


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або 
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Замінюємо параметр h параметром , отримаємо: 
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d . 

 

Помножимо обидві частини отриманої рівності на величину 2 : 
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Виконаємо підстановку  = m + 1:  

 

 

 


R1

2/3m1m

3m
2

2
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(



 d . 

 

Звертаємо увагу на те, що інтеграл у лівій частині рівняння дорівнює 

шуканому інтегралу J. 

Тому записуємо вираз для інтеграла J:  
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2/3m1m
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BJ 


  . 

 

З урахуванням виразу (В.6) можна записати:  

 

22m21m ])!1m[(2
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  

 

та інтеграл J набуває наступного вигляду: 
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У свою чергу нормуючий множник визначається виразом (В.1): 
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тому інтеграл s має такий вигляд: 
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
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 . 

 

Таким чином, остаточно отримаємо:  
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2)(m2
1)1)(2m(ms







 . 

 

Маючи вирази для всіх трьох невласних інтегралів p, q і s, можна записа-

ти вираз для ефективності оцінки e: 
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Остаточно ефективність e для розглянутого типу розподілу виражається 

в такий спосіб:  

13m2m
31e 2 

 . 

  

Розглянемо випадок, коли похибки ліній положення розподілені за дру-

гим змішаним законом, щільність якого має наступний аналітичний вигляд: 
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де A m = 21m2
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Гаданий розподіл є нормальним зі щільністю )(φ  : 

 

}
2
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2
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
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  . 

  

Звертаємо увагу на наступну рівність:  
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З урахуванням виразів (В.2) – (В.5), невласний інтеграл p набуває насту-

пного вигляду: 
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З урахуванням виразу (Б.7) невласний інтеграл q в цьому випадку буде 

мати такий вигляд: 
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оскільки 1
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A
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m 
  


d .  

Повертаючись до інтеграла p, відзначимо: 
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де  2  – другий центральний момент дійсного розподілу )(f . 

У дисертації отримано 
m2
  . Отже, невласний інтеграл p визначається 

виразом: 
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4m
p




 . 

 

Знайдемо вираз для невласного інтеграла s. З цією метою запишемо по-

хідну: 
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та її квадрат: 
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
 : 

2
2/3)2(m2

2
m

m

3/2m2
2

52m2

2
m

2

)2/(
3/2)m(A

A
)2/(

)2/(
3/2)m(A

)(

)]([ 2














 











f

f
. 

 

Тепер можна знайти аналітичний вираз для невласного інтегралу s: 

 






R1

2

)(

)]([
s 




 d

f

f
,  

або 














  
R1R1

2/3)2(m2

2
2

m
2

2/3)2(m2

2
m

)2/(
3/2)m(A

)2/(
3/2)m(As . 

 

Позначимо: 








  
R1

2/3)2(m2

2

)2/(
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і знайдемо розв'язок означеного інтеграла  . Для цього скористаємося спів-

відношенням:  

1

212

R1
2/32 )!12(

)!(22
)2/( 



 





 



 



 . 

 

Об'єднуємо параметр  зі змінною , тобто: 

 

2/1
212

R1
2/32 )!12(

)!(22
)12/(






 

 



 

 , 

 

або позначаючи -1/22/1 h  , отримаємо: 

 

2/1
212

R1
2/32 h

)!12(
)!(22

)1)2/[h(




 





 



 

 . 

 

Позначимо 
)!12(

)!(22B
212

*









 , тоді отримаємо: 

 

2/1*

R1
2/32 hB

)1)2/[h(


 



 

 . 

 

Диференціюючи обидві частини отриманого рівняння за параметром h: 

 

2/3*

R1
2/3)1(2

2
hB

2
1

]1)2/2[h(
)2/3( 

 


   


 . 

 

 Повертаємося до параметру : 
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1
*

R1
2/3)1(2

2

3/2)(
B

)2/(


 


 
 





 . 

 

Вважаємо  = m+1 і при підстановці отримаємо: 

 

2m
*

1m

R1
2/3)2(m2

2

5/2)(m
B

)]2/(


 


 

 . 

 

Звертаємо увагу на те, що інтеграл у лівій частині рівняння є шуканим 

інтегралом  . Тому можна записати:  

 

2m
*

1m
5/2)(m

B 


  , 

 

або, підставляючи значення *
1mB  : 

 

2m
23m2

)!3m2(5)m2(
]!1)m[(222 






  .  

  

У цьому випадку інтеграл s набуває наступного вигляду: 

 

 2*
m 3/2)m(As ,  

тобто 

3)!5)(2m(2m
]1)!m[(222

)m!(22
1)!m2(

4
3)m2(s

2-m23m2

21m2

1m2









    

або 

)5m(2
1)m(3)m2(

3)5)(2m(2m
2

1)m(2
1)m(2

4
3)m2(s

222











. 
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Таким чином, невласний інтеграл s набуває остаточного вигляду:  

 

 
)5m(2

1)m(3)m2(s






. 

 

Запишемо вираз для ефективності оцінки e: 

 

3)1)(2m(m
5)m(2m

5)(2m
1)3)(mm2(

m

1

ps
qe

4

42














 . 

 

Отже, ефективність оцінки e виражається у формі:  

 

3)1)(2m(m
5)m(2me



  . 

 

Перетворимо отриманий вираз:  

 

3m52m
31

3m52m
5m2me 22

2







  . 
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Г.1. Ортогональність поліномів Ерміта для ненормованої нормальної 

щільності 

 

Покажемо, що поліноми Ерміта для ненормованої нормальної щільності 

)σ2/x(expσ)π(2(x) 2211/2  f  також мають властивість ортогональності, 

тобто задовольняють умові: 

 

 .
nmпри0

nmпри,!nσ
dx)σ2/x(exp)σ/(xH)σ/(xH

n2

222
n

2
m





 









  (Г.1) 

 

Для доказу властивості ортогональності записуємо вирази для поліномів 

(x)Hm  і при парних та непарних m. Парні m уявімо, як 2vm  , а непарні – 

12rm   (v, r=1, 2, 3...). Поліноми Ерміта нормованих випадкових величин 

для парних і непарних m мають такий вигляд: 

 

,xa)1((x)H

,xa)1((x)H

1)j(r2
rj

jr

0j
1r2

)i(v2
vi

iv

0i
v2

















 

 

де 
iv

a , 
jr

a – коефіцієнти при змінній х. 

Аналогічно для поліномів ненормованої випадкової величини 

)(x/H 2
v2   і )(x/H 2

1r2   маємо: 

 

 


 )σ(/xa)1()σ/(xH i)2(2vi)2(v

vi
i

v

0i

2
v2

 

,)σ/x(a)1(σ i)2(v
vi

i
v

0i

v2- 



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 


  1)jr(2

r

0j
rj

j2
12r xa)1()σ/x(H

 

,)σ/(xa)1(σ 1j)2(r
r

0j
rj

j1)(2r 



  
 

 

причому має місце подвійне індексування. 

Наступним кроком у доказі ортогональності поліномів Ерміта є розгляд 

деяких рівностей. Знайдемо вираз для інтеграла 
1
 при nm   і парних: 

 

 


 




  )i(v2v

0i
iv

i2
nm1 xa)1(dx)2/x(exp(x)H(x)H  

 


 dx)2/x(expxa)1( 2j)2(r

rj
j

r

0j
 

.dx  )2/x(expxaa)1( 2

-

j)-2(ri)2(v
rjvi

jir

0j

v

0i
 








 

 

У роботі [215] показано, що справедливою є рівність: 

 

.]1)jirv([2753 1dx/2)x(expx 2j)2(ri)2(v 






 

 

Тому шуканий інтеграл 
1
 визначається виразом: 

 

 ]1)jir(v[2753 1aa)1( rjvi
ji

0j0i

rv
1  




. (Г.2) 

 

Однак з виразу (6.2) випливає, що інтеграл 
1
=0. Отже, з урахуванням 

(Г.2) справедливим є співвідношення: 
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 0]1)jir(v[2753 1aa)1( rjvi
ji

0j0i

rv
 




. (Г.3) 

 

Тепер знайдемо вираз для інтеграла 
2

 при nm   і непарних. Аналогіч-

но попередньому випадку справедливими є такі співвідношення: 

 

 


 




  1)i(v2

v
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
 dx)2/x(expxa)1( 21j)2(r

rj
j

r
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 







dx  )2/x(expxaa)1( 2

-

2j)-2(ri)2(v
rjvi

jir

0j

v

0i
 

]1)1jir(v[2753 1aa)1(
rjvi

jirv

0j0i
 




. 

 

Звертаючись до виразу (6.2) переконуємося, що 
2

=0. Отже, з урахуван-

ням попереднього виразу справедливою є наступна рівність: 

 

 0]1)1jir(v[2753 1aa)1(
rjvi

jirv

0j0i
 




 .   (Г.4) 

 

У третьому аналізованому випадку знаходимо інтеграл 
3
 при nm   і 

парних: 

 

 

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


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v
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v
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 







dx  )2/x(expxaa)1( 2

-

j)-2(vi)2(v
vjvi

jiv

0j

v

0i
 

]1)ji2v([2753 1aa)1( vjvi
jivv

0j0i
 




. 

 

Як випливає з виразу (6.2), отриманий інтеграл 
3
=v!. Тому має місце 

рівність: 

 

 .!v]1)ji2v([2753 Ιaa
j

)1( vjvi
jivv

00i
 




 (Г.5) 

 

І, нарешті, в останньому випадку знаходимо інтеграл 
4

 при nm   і не-

парних: 

 

 


 




  1)i(r2

r
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r i

i2
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 


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j

r

0j
 

 



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
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-

2j)-2(ri)2(r
rjr i

jir
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r
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= ]1)ji12r([2753 Ιaa)1(
rjri

jirr

0j0i
 




. 

 

З урахуванням виразу (6.2), отриманий інтеграл 
4

=v!. Тому справедли-

вою є наступна рівність: 

 

 .!v]1)ji12r(2 [753 Ιaa)1(
rjri

jirr

0j0i
 




   (Г.6) 
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Зазначимо, що отримані співвідношення (Г.3)  (Г.8) необхідні для до-

казу властивості ортогональності поліномів Ерміта в разі ненормованої нор-

мальної щільності. 

Розглянемо невласні інтеграли від добутків поліномів Ерміта для нено-

рмованої нормальної щільності. Для випадку nm   і парних знайдемо невла-

сний інтеграл R
1
: 

 

 


 




  )i(v2
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i222
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r
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r
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j)-2(ri)-2(v
r j vi

ji
v
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])j(2r2i)(2v2[  










  

 

У роботі [215] показано, що справедливою є рівність: 

 

.σ]1)jirv([2753 Ιdx)σ/2x(expx j)ir2(vj)2(ri)2(v 22  



 

 

Тому шуканий інтеграл R
1
 визначається виразом: 

 

.}]1)jirv((2[753 Ιaa1)({σR rjvi
jirv

0j0i
1

r)2(v  



  

 

Звертаємо увагу на те, що вираз у фігурних дужках отриманої формули 

відповідає інтегралу 
1
, який дорівнює нулю. Отже, справедливим є співвід-

ношення: 
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 0}]1)jirv(2[753 Ιaa)1({σ rjvi
jirv

0j0i

r)2(v  



 .   (Г.7) 

 

Знайдемо вираз для інтеграла R
2

 при nm   і непарних. Аналогічно по-

передньому випадку: 
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r
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

 . 

 

Фігурні дужки останнього виразу містять інтеграл 
2

, який дорівнює 

нулю. Отже, справедливою є наступна рівність: 

 

 }]11)jirv(2[753 Ιaa)1({σ rjvi
jirv

0j0i

1-r)2(v  
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 =0.  (Г.8) 

 

У третьому аналізованому випадку знаходимо інтеграл R
3
 при nm   і 

парних, причому введемо позначення  1-2/1 σ)(2πα  . 

 

 


 




  )i(v2

v

0i
v i

i222
n

2
3 xa)1(adx)σ2/xexp()σ(x/H)σ(x/HaR n  




 dx)σ/2x(expxa)1(σ 22
v

0j

)j(v2
v j

j]j)(2v2i)(2v2[  

 


 vjvi

])j(2r2i)[2(2vji
v

0j

v

0i
aaσ)1(a 




 dx)σ2/x(expx 22j)2(vi)2(v  



 356 

)ji2(2v

0j0i

)j2(2r)i2(2v σ]1j)i(2v2 [753 Ιaa)1(σ vjvi
jivv 



   , 

або вираз для інтеграла набуває наступного вигляду: 

 

 }]1j)i[2(2v..5.3.1aa)1({σR vjvi
jivv

0j0i
4v

3  


 .   (Г.9) 

 

У фігурних дужках останнього виразу вміщений інтеграл 
3
, тому 

R
3
= 2n-σ n!, оскільки 4v=2n. 

Аналогічно, використовуючи вираз (Г.6), переконуємося, що при nm   і 

непарних інтеграл: 

 

 !nσ)dxσ2/x)exp((x/σH)(x/σHaR 2n222
n

2
n4






  .   (Г.10) 

 

Отримані співвідношення (Г.7)  (Г.10) доводять справедливість того, що 

поліноми Ерміта ненормованої випадкової величини є ортогональними. 

 

 

Г.2. Виведення розв’язання невласного інтегралу s. 

 

Знайдемо вираз для невласного інтегралу s. Для цього, як і в попередньому 

випадку, скористаємося виразом стандартної щільності ненормованої похибки, 

що має вигляд: 

3/2m2
m

2 )2/(
A)(





f , 

де 21m2

1m

m )!m(22
)!1m2(A





 .  
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З цією метою запишемо похідну: 





 3/21)(m2

m
3/2m2

m
2 )2/(

3/2)m(A]
)2/(

A[)(
 









 f  

 

та її квадрат: 

2
52m2

22
m2

2 )2/(
3/2)m(A)]([ 



 





 f . 

 

Знаходимо вираз для )(/)]([ 2
2

2 


ff

 : 

 










 


m

3/2m2
2

52m2

22
m

2
2

2 A
)2/(

)2/(
3/2)m(A)(/)]([ 





ff  

2
2/3)2(m2

2
m

)2/(
3/2)m(A


 


 . 

 

Тепер можна знайти аналітичний вираз для невласного інтеграла S: 

 






R1 2

2
2

)(

)]([
S 




 d

f

f
,  

або 














  

R1
2/3)2(m2

2
2

m
R1

2
2/3)2(m2

2
m

)2/(
3/2)m(A

)2/(
3/2)m(AS . 

 

Позначимо отриманий інтеграл через  , тобто: 

 








  
R1

2/3)2(m2

2

)2/(
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і знайдемо його розв'язок. Для цього скористаємося співвідношенням:  

 

1
)2/(

A

R1
2/32

ν 



 

 ,  

звідки 

1

212

R1
2/32 )!12(

)!(22
)2/( 



 





 



 



 . 

 

Об'єднуємо параметр  зі змінною , тобто: 

 

2/1
212

R1
2/32 )!12(

)!(22
)12/(






 

 



 

 , 

 

або позначаючи -1/22/1 h  , отримаємо: 

 

2/1
212

R1
2/32 h

)!12(
)!(22

)1)2/[h(




 





 



 

 . 

  

Позначимо 
)!12(

)!(22B
212

*









 : 

 

2/1*

R1
2/32 hB

)1)2/[h(


 



 

 . 

 

Диференціюємо обидві частини отриманого рівняння за параметром h: 

 

2/3*

R1
2/3)1(2

2
hB

2
1

]1)2/2[h(
)2/3( 

 


   


 . 
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Повертаємося до параметру : 

 

1
*

R1
2/3)1(2

2

3/2)(
B

)2/(


 


 
 





 . 

 

Вважаємо  = m+1 і при підстановці отримаємо: 

 

2m
*

1m

R1
2/3)2(m2

2

5/2)(m
B

)]2/(


 


 

 . 

 

Звертаємо увагу на те, що інтеграл у лівій частині рівняння є шуканим 

інтегралом  . Тому можна записати:  

 

2m
*

1m
5/2)(m

B 


  , 

 

або, підставляючи значення *
1mB  : 

 

2m
23m2

)!3m2(5)m2(
]!1)m[(222 






  .  

 

У цьому випадку інтеграл S набуває наступного вигляду: 

 

 2
m 3/2)m(AS ,  

тобто 

3)!5)(2m(2m
]1)!m[(222

)m!(22
1)!m2(

4
3)m2(S

2-m23m2

21m2

1m2









    

або 
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)5m(2
1)m(3)m2(

3)5)(2m(2m
2

1)m(2
1)m(2

4
3)m2(S

222











. 

 

Таким чином, невласний інтеграл S набуває остаточного вигляду:  

 

 
)5m(2

1)m(3)m2(S






. 

Оскільки для змішаного розподілу другого типу дисперсія 
n
λμ 2   і, от-

же, nμλ 2 , то для невласного інтегралу s щільності нормованої похибки 

навігаційних вимірювань )x(g 2  дисперсія дорівнює 1 і nλ  . Тому невлас-

ний інтеграл s набуває наступного вигляду: 

 

5)n(n2
1)3)(n(2ns




 . 
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ДОДАТОК Д 
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Д.1. Вибірки похибок навігаційних вимірювань 

 

Для першої вибірки похибок вимірювання пеленга будуємо гістограму, 

що складається з 12 розрядів з довжиною кожного розряду, яка дорівнює по-

ловині значення σ (σ=24,9'). Статистичний ряд і вибірка випадкових похибок 

наведені в табл. Д.1.  

Таблиця Д.1. 

Перша вибірка похибки вимірювання пеленга 

Роз- 
ряд 

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

im  1 2 7 13 23 27 31 21 15 7 2 1 
-68,0, -57,75, -50,45, -37,6, -40,7, -49,5, -39,5, -45,8, -43,3, -37,8, -30,15,  
-28,75, -29,45, -32,05, -31,15, -25,95, -30,95, -35,85, -31,65, -31,65,  
-32,25, -25,75, -31,95, -27,55, -24,6, -20,6, -13,2, -14,2, -21,6, -24,9,  
-24,1, -13,2, -19,0, -13,2, -16,4, -16,3, -22,1, -22,0, -14,0, -22,0, -19,3, 
 -24,0, -14,90, -19,00, -15,00, -15,10, -5.65, -11,35, -10,75, -1,21, -5,95,  
-2.45, -2.95, -10,25, -4,25, -0,15, -1,75, -1,05, -7,85, -5.45, -0,45, -9,25,  
-0,55, -2,15, -3,45, -4,95, -11,85, -2,25, -10,35, -4,65, -10,05, -12,45,  
-10,05, -12,45, -3,45, 8,30, 0,20, 3,80, 5,80, 4,30, 10,60, 7,80, 12,00, 10,30, 0,20, 
8,70, 3,00, 11,70, 2,30, 6,50, 3,40, 0,20, 7,50, 11,60, 10,00, 7,90, 4,80, 5,80, 0,50, 
2,80, 3,30, 5,80, 4,50, 5,70 16,45, 18,05, 15,25, 21,15, 21,55, 24,55, 21,15, 22,05, 
17,85, 19,65, 18,75, 23,05, 15,15, 20,55, 16,75, 16,55, 22,35, 14,55, 24,75, 23,25, 
21,45, 21,35, 29,30, 25,40, 27,80, 27,70, 31,60, 27,60, 30,30, 28,70, 32,80, 33,00, 
30,10, 27,50, 32,60, 36,40, 38,95, 45,35, 47,65, 39,25, 39,15, 38,95, 46,05, 58,10, 
58,40, 68,65. 

 

У другому рядку таблиці наводиться число похибок, що потрапляють до 

відповідного розряду. Розрахунок критерію згоди 2  Пірсона здійснюється 

за формулою: 





s

1 i

2
i2

NP
)NPm( i , 

 

де s – число розрядів гістограми; N – кількість членів вибірки; 
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1)]
2
s(i

2
σF[-)]

2
s(i

2
σF[Pi  , тут F[x]  – функція розподілу похибки. Зна-

чення критерію згоди 2  Пірсона для розглянутих законів розподілу пред-

ставлені в табл. Д.2. 

Таблиця Д.2. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона першої вибірки 

N п/п Закон розподілу Критерій згоди 2 Пір-
сона 

1 Гаусса 0,0065 
2 Змішаний 1-го типу n=1 15,46 
3 Змішаний 1-го типу n=2 12,03 
4 Змішаний 1-го типу n=3 12,28 
5 Змішаний 1-го типу n=4 13,01 
6 Змішаний 1-го типу n=5 13,84 
7 Змішаний 1-го типу n=6 14,68 
8 Змішаний 2-го типу n=1 12,59 
9 Змішаний 2-го типу n=2 12,05 

10 Змішаний 2-го типу n=3 12,62 
11 Змішаний 2-го типу n=4 13,42 
12 Змішаний 2-го типу n=5 14,26 
 

Аналіз таблиці показує, що критерій згоди набуває мінімального значен-

ня для закону розподілу Гауса, тому приймається гіпотеза про те, що похибки 

розподілені за нормальним законом. 

Гістограма першої вибірки й крива щільності розподілу закону Гаусса 

представлені на рис. Д.1. 

Друга вибірка похибок вимірювання дистанції розділена на 12 розрядів з 

довжиною кожного розряду, яка дорівнює половині значення σ (σ=2,42 м). 

Статистичний ряд і вибірка випадкових похибок дистанції наведені в табл. 

Д.3.  

 



 364 

 
 

Рис. Д.1. Гістограма першої вибірки 

 

Таблиця Д.3. 

Статистичний ряд і друга вибірка похибки вимірювання дистанції 

Роз- 
ряд 

 
1 

 
2 

 
3 

 
4 

 
5 

 
6 

 
7 

 
8 

 
9 

 
10 

 
11 

 
12 

N 1 2 7 15 23 31 27 21 13 7 2 1 
Вибірка 

-6,76, -5,25, -5,65, -4,74, -4,44, -3,74, -3,74, -4,84, -3,84, -4,74, -3,53, -2,83, -2,73, 
-2,63, -3,23, -3,53, -3,63, -2,93, -2,93, -3,23, -2,83, -3,53,  
-3,23, -3,13, -2,22, -1,82, -2,12, -2,12, -1,82, -2,12, -2,02, -1,32, -1,62, -1,52, -1,52, 
-2,42, -1,92, -1,62, -2,22, -1,32, -2,22, -1,92, -2,22, -1,82, -2,12, -1,32, -1,21, -0,41, 
-0,81, -0,91, -0,31, -0,31, -0,41, -1,01, -0,31,  
 -0,61, -0,61, -0,51, -0,91, -0,61, -1,21, -0,61, -1,21, -0,91, -0,41, -0,61, -1,01, -
0,91, -0,91, -0,81, -0,61, -0,51, -1,01, -1,01, -0,51, 0,5, 0,1, 0,3, 0,1, 0,9, 0,6, 0,1, 
0,1, 1, 0,7, 0, 1,1, 0,9, 1, 0,6, 0,5, 0,4, 1,1, 0, 0,6, 0,1, 0, 1,1, 1, 0,6, 0,1, 0,2, 0,8, 
0,7, 1,21, 1,61, 1,41, 1,51, 2,01, 1,71, 1,21, 1,21, 2,01, 1,41, 1,71, 1,91, 1,41, 2,21, 
1,91, 2,21, 1,51, 1,71, 2,31, 1,91, 2,31, 1,61, 2,52, 2,42, 3,02, 3,52, 3,22, 2,72, 
3,32, 3,42, 3,22, 2,62, 2,82, 3,12, 2,62, 2,52, 4,03, 3,83, 3,93, 4,13, 4,23, 4,23, 
4,13, 5,74, 5,84, 6,25.  
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Значення критерію згоди 2  Пірсона другої вибірки для розглянутих 

законів розподілу представлені в табл. Д.4. 

Аналіз таблиці показує, що критерій згоди набуває мінімального значен-

ня для закону розподілу Гауса, тому приймається гіпотеза про те, що похибки 

розподілені за нормальним законом. 

Таблица Д.4 

Значення критерію згоди 2  Пірсона другої вибірки 

N 
п/п 

Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 0,006 
2 Змішаний 1-го типу n=1 17,11 
3 Змішаний 1-го типу n=2 13,38 
4 Змішаний 1-го типу n=3 13,68 
5 Змішаний 1-го типу n=4 14,48 
6 Змішаний 1-го типу n=5  15,39 
7 Змішаний 1-го типу n=6  16,31 
8 Змішаний 2-го типу n=1 13,98 
9 Змішаний 2-го типу n=2 13,41  
10 Змішаний 2-го типу n=3 14,05 
11 Змішаний 2-го типу n=4 14,93  
12 Змішаний 2-го типу n=5 15,85 

 

Гістограма другої вибірки й крива щільності розподілу закону Гаусса 

представлені на рис. Д.2. 

Похибки визначення широти GPS приймачем представлені в третій ви-

бірці, яка розділена на 20 розрядів з довжиною кожного розряду, яка дорівнює 

половині значення σ (σ=5,82 м), причому значення похибок переведені з ду-

гових хвилин в метри. Статистичний ряд і третя вибірка випадкових похибок 

широти наведені в табл. Д.5.  
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Рис. Д.2. Гістограма другої вибірки 

 

Таблиця Д.5. 

Статистичний ряд і третя вибірка похибки широти 

Роз- 
ряд 

1-
4 

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17-
20 

N 0 1 2 5 15 23 35 31 21 11 5 2 1 0 
Вибірка 

-17,4, -12,6, -11,7, -8,94, -10,2, -9,34, -11,0, -9,54, -8,13, -6,03, -8,13, -7,93, -7,63, 
-7,13, -8,23, -6,93, -6,53, -7,63, -6,03, -7,43, -4,12, -5,62, -4,52, -3,92, -3,92, -3,12, 
-5,72, -5,62, -3,52, -4,12, -5,42, -3,22, -3,72, -5,52, -3,32, -3,82, -4,22, -4,12, -5,42, 
-3,12, -4,22, -5,02, -2,41, -1,41, -0,51, -1,31, -1,51, -1,51, -1,11, -0,31, -0,71, -1,91, 
-2,01, -2,61, -2,81, -2,11, -2,71, -1,51, -1,61, -2,51, -2,21, -2,31, -2,61, -1,61, -2,41, 
-1,81, -2,81, -1,51, -0,41, -2,61, -2,31, -2,81, -2,71, -2,11, -2,41, 2,1, 0,5, 0,1, 2,2, 
2,6, 1,3, 2,3, 1,7, 0,7, 2,2, 2,5, 0, 2,8, 1,1, 1,6, 0,2, 0,1, 1,6, 1,2, 2,6, 2, 0,6, 0,8, 2,1, 
1,8, 1,9, 2,2, 0,1, 2,8, 1,1, 2,0, 5, 1,3, 4,31, 2,91, 5,01, 3,51, 4,31, 3,11, 5,61, 3,31, 
4,51, 3,91, 2,91, 5,11, 3,91, 5,21, 5,01, 4,91, 5,21, 4,71, 5,71, 5,31, 5,61, 4,61, 
5,82, 7,02, 7,02, 7,82, 8,12, 7,12, 8,42, 7,82, 6,72, 7,32, 6,92, 8,02, 8,83, 11,23, 
9,73, 10,83, 11,43, 14,44, 12,94, 15,65.  
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У табл. Д.6 представлені значення критерію згоди 2  Пірсона третьої 

вибірки для розглянутих 12 законів розподілу. 

Як показує аналіз наведеної таблиці, критерій згоди 2 Пірсона набу-

ває мінімального значення для змішаного закону розподілу першого типу 

(узагальненого Коші) з істотним параметром n = 3, тому приймається гіпотеза 

про те, що похибки третьої вибірки розподілені за даним законом. 

 

Таблиця Д.6. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона третьої вибірки 

N 
п/п 

Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 7,414 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,097 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,017 
4 Змішаний 1-го типу n=3  0,0131 
5 Змішаний 1-го типу n=4  0,0137 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,014  
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,016  
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,029 
9 Змішаний 2-го типу n=2  0,0138 

10 Змішаний 2-го типу n=3  0,0133 
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,014 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,015 

 

Гістограма третьої вибірки й крива щільності розподілу змішаного зако-

ну першого типу з істотним параметром n = 3 представлені на рис. Д.3. 

У четвертій вибірці представлені похибки визначення довготи GPS 

приймачем, яка розділена на 20 розрядів з довжиною кожного розряду яка до-

рівнює половині значення σ (σ=6,36 м), причому значення похибок переведе-

ні з дугових хвилин в метри. Статистичний ряд і четверта вибірка випадкових 

похибок довготи наведені в табл. Д.7.  
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Рис. Д.3. Гістограма третьої вибірки 

 

Таблиця Д.7. 

Статистичний ряд і четверта вибірка похибки довготи  
Роз- 
ряд 

1-
4 

5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17-
20 

N 0 1 2 4 11 21 34 38 23 9 4 2 1 0 
Вибірка 

-17,7, -13, -13,2, -11,5, -12,3, -12,1, -10,4, -7,54, -9,24, -9,04, -7,04,  
– 7,74, -6,74, -9,04, -7,44, -7,94, -9,54, -5,76, -4,36, -3,96, -4,76, -4,26, -4,26, -
4,06, -5,66, -5,96, -4,16, -4,46, -3,96, -4,76, -3,36, -5,96, -3,46, -5,96, -4,06, -5,56, 
-3,86, -3,86, -6,36, -0,18, -2,98, -1,48, -2,28, -1,48, -0,68, -2,78, -1,98, -2,28, -2,38, 
-3,18, -1,18, -0,78, -2,58, -2,38, -0,18,  
-0,38, -0,28, -1,18, -0,98, -2,58, -0,88, -1,88, -2,28, -1,38, -0,88, -1,68, -1,28, -2,78, 
-1,98, -0,18, -1,38, -1,88, -1,08, -1,08, -2,38, 0,7, 0,6, 2,9, 2, 0,3, 2,4, 2,9, 1,5, 2,5, 
2, 2,6, 1,4, 0,7, 3,1, 2,8, 0,6, 1,4, 0,4, 0,9, 2,5, 2,9, 1,9, 2,9, 0,7, 0,6, 0,2, 2,8, 1,3, 
0,5, 1,8, 1,4, 0,6, 1,3, 2,8, 0,4, 0,8, 4,98, 5,18, 5,28, 5,48, 3,38, 5,58, 3,68, 3,98, 
5,58, 3,98, 4,18, 3,78, 5,68, 4,18, 3,38, 3,88, 4,38, 4,68, 4,58, 4,58, 3,48, 6,28, 
8,26, 7,36, 8,16, 7,16, 7,26, 6,76, 8,86, 6,86, 8,16, 7,66, 9,54, 10,04, 9,54, 9,74, 
13,32, 14,02, 18,9.  
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У табл. Д.8 представлені значення критерію згоди 4-й вибірки. 

 

Таблиця Д.8. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона четвертої вибірки 

N 
п/п 

Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 9,348 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,046 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,017 
4 Змішаний 1-го типу n=3 0,026  
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,032 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,037 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,040 
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,015 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,021 
10 Змішаний 2-го типу n=3 0,029  
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,035 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,039 

 

З аналізу таблиці видно, що критерій згоди набуває мінімального значен-

ня для змішаного закону розподілу другого типу (узагальненого Пірсона) з 

істотним параметром n = 1, тому приймається гіпотеза про те, що похибки 

четвертої вибірки розподілені за даним законом. 

Гістограма четвертої вибірки й крива щільності розподілу змішаного за-

кону другого типу з істотним параметром n = 1 представлені на рис. Д.4. 

У порту Річардс Бей отримані чотири вибірки похибок вимірювання пе-

ленга, дистанції, широти й довготи. Число членів у кожній вибірці дорівнює 

210. Наведемо результати аналізу п'ятої вибірки похибок вимірювання пелен-

гу, число членів якої поділяємо на 20 розрядів, причому довжина кожного ро-

зряду дорівнює половині значення с.к.в. σ (σ=28,3'). Статистичний ряд і вибі-

рка випадкових похибок наведені в табл. Д.9.  
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Рис. Д.4. Гістограма четвертої вибірки 

Таблиця Д.9. 

Статистичний ряд і п'ята вибірка похибки вимірювання пеленгу 

Роз- 
ряд 

1-
3 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18-
20 

N 0 1 1 3 6 16 33 50 46 29 14 6 3 1 1 0 
Вибірка 

-88,3, -80,2, -65,5, -58,6, -62,3, -43,1, -44, -43, -55, -56,4, -42,7, -39,6, -34,3, -
30,9, -31,8, -28,7, -37,5, -41,7, -35,0, -31,9, -39,5, -37,0, -35,8, -35,8, -31,3, -42,0, 
-19,1, -14,7, -16,1, -23,9, -21,3, -20,5, -25,8, -15,3,  
 -23,7, -18,2, -16, -23,2, -23,5, -22,2, -16,3, -15,6, -24,3, -21,7, -20, -17, -18,9, -
15,5, -25,5, -16,2, -24,6, -20,8, -16,8, -22,6, -25,3, -15, -21, 
 -8,85, -13,0, -7,55, -7,15, -14,1, -6,85, -9,85, -13,1, -9,55, -6,75, -8,05, -3,45, -
6,15, -8,05, -11,2, -6,15, -0,15, -13,8, -4,35, -11,2, -1,45, -6,95,  
 -12,5, -2,05, -3,15, -11,5, -12,6, -5,35, -2,15, -12,3, -7,25, -14,0, -7,55, -12,9, -
3,25, -1,85, -12,3, -7,05, -3,95, -4,55, -13,2, -8,45, -5,45, -11,3, -4,85, -7,95, -13,8, 
-3,15, 2,3, 5,5, 2,5, 11,9, 6,7, 13,6, 6,4, 6,4, 12,9, 8,4, 4,8, 12,2, 3,4, 9,8, 13,7, 5,9, 
7,1, 6,3, 2,5, 5,8, 3,6, 1,6, 7,7,  
 7,7, 4,2, 8,8, 12,7, 3,1, 1,5, 8,2, 5, 11,3, 6, 3,8, 10,7, 6,5, 11,2, 2,4,  
0,5, 6,6, 13,8, 14, 1,5, 11,9, 6,9, 5,1, 0, 10,5, 25,45, 23,35, 21,65, 
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16,15, 25,85, 21,05, 25,05, 22,05, 25,75, 14,55, 27,15, 27,15, 24,95, 14,65, 20,75, 
25,25, 26,95, 17,85, 24,75, 22,75, 28,15, 24,85, 17,85, 23,95, 18,85, 15,25, 18,75, 
27,65, 26,95, 21,85, 27,95, 39,6, 39,9, 41, 30,6, 37,6, 30,9, 31, 37,9, 41,6, 29,1, 38, 
33,1, 34,8, 40,9, 41,5, 47,75, 52,65, 55,15, 51,65, 42,55, 48,55, 58, 67,3, 67,4, 
74,35, 85. 

У табл. Д.10 представлені значення критерію згоди 5-ї вибірки. 

 
Таблиця Д.10. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона 5-ї вибірки 
N 

п/п 
Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 7,660 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,062 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,011 
4 Змішаний 1-го типу n=3 0,016 
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,021 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,026 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,029 
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,015 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,013 
10 Змішаний 2-го типу n=3 0,019 
11 Змішаний 2-го типу n=4  0,024 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,028 

Аналіз таблиці показує, що критерій згоди набуває мінімального значен-

ня для змішаного закону розподілу першого типу (узагальненого Коші) з істо-

тним параметром n = 2, тому приймається гіпотеза про те, що похибки п'ятої 

вибірки розподілені за даним законом. Гістограма п'ятої вибірки й крива 

щільності розподілу змішаного закону першого типу з істотним параметром n 

= 2 представлені на рис. Д.5.  

Шоста вибірка похибок вимірювання дистанції розділена на 20 розрядів 

з довжиною кожного розряду, яка дорівнює половині значення σ (σ=4,44 м). 
Статистичний ряд і вибірка випадкових похибок дистанції наведені в табл. 

Д.11.  
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Рис. Д.5. Гістограма п'ятої вибірки 

 

Таблиця Д.11. 

Статистичний ряд і шоста вибірка похибки вимірювання дистанції 
Роз- 
ряд 

1-
3 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18-
20 

N 0 1 1 3 7 17 29 44 48 33 15 7 3 1 1 0 
Вибірка 

14,9, -11,6, -10,9, -10,2, -9,2, -6,88, -6,98, -8,48, -8,48, -8,58, -7,48,  
-6,78, -6,56, -5,56, -6,66, -6,06, -5,96, -6,56, -5,36, -4,86, -5,96, 5,16,  
 -5,76, -4,56, -5,96, -5,16, -5,56, -5,06, -2,44, -2,84, -3,24, -2,84, -2,94, -2,34, -
2,64, -3,84, -4,34, -2,44, -3,94, -4,04, -4,24, -3,84, -3,24, -3,64, -2,34, -2,84, -3,04, 
-2,94, -3,24, -4,14, -3,44, -4,04, -3,84, -4,04, -3,84, -2,44, -3,14, -4,24, -4,24, -0,32, 
-0,62, -2,22, -1,02, -1,72, -1,92, -1,72, 0,82, -0,42, -1,72, -2,12, -1,02, -0,42, -2,12, 
-1,12, -0,72, -0,12, -2,02, -0,42, -1,82, -0,12, -0,72, -1,52, -0,72, -1,12, -0,42, -0,92, 
-1,22, -1,92,  
 -1,62, -0,62, -1,52, -1,22, -0,12, -1,02, -1,42, -0,32, -0,12, -1,32, -1,02, -1,42, -
1,42, -0,52, -0,62, -0,92, -0,82, 0, 1,6, 1,8, 2,1, 0,8, 2, 1,4, 2, 2, 0,1, 1, 0,6, 1,9, 0, 
0,7, 1,1, 0,3, 1, 1,4, 0,2, 0,6, 0,2, 0,3, 1,5, 0, 1,8, 1, 1,4, 1,9, 1,2, 1,9, 0,4, 0, 0,3, 
1,5, 1,2, 2,1, 1,2, 1,6, 1,7, 0, 1,5, 1,7, 0, 0,2, 2, 4,22, 3,12, 4,22, 
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 3,52, 4,32, 2,72, 4,32, 3,42, 4,12, 2,82, 2,32, 3,92, 3,22, 2,42, 3,22, 3,82, 
3,62, 2,22, 2,32, 2,42, 3,52, 3,32, 2,42, 2,72, 3,02, 2,52, 2,82, 4,02, 2,52, 3,22, 
4,32, 4,74, 4,74, 6,24, 6,34, 5,54, 5,94, 6,54, 4,84, 6,14, 4,74, 4,54, 5,24, 4,64, 
6,44, 4,54, 4,74, 8,76, 8,36, 6,86, 8,16, 7,66, 7,26, 6,76, 9,08, 10,18, 9,08, 11,4, 
13,32. 

 

Значення критерію згоди 2  Пірсона шостої вибірки для розглянутих 

законів розподілу представлені в табл. Д.12. 

Таблиця Д.12. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона шостої вибірки 

N 
п/п 

Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 8,749 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,088 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,012 
4 Змішаний 1-го типу n=3 0,011 
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,014 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,016 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,019 
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,024 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,010 
10 Змішаний 2-го типу n=3 0,012 
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,015 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,018 

 

З аналізу таблиці видно, що критерій згоди набуває мінімального значен-

ня для змішаного закону розподілу другого типу (узагальненого Пірсона) з 

істотним параметром n = 2. Через це приймається гіпотеза про те, що похиб-

ки шостої вибірки розподілені за даним законом. 

Гістограма шостої вибірки й крива щільності розподілу змішаного зако-

ну другого типу з істотним параметром, що дорівнює 2, представлені на рис. 

Д.6. 
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Рис. Д.6. Гістограма шостої вибірки 

 

У сьомій вибірці представлені похибки визначення широти GPS прийма-

чем. Вибірка розділена на 20 розрядів з довжиною кожного розряду, яка дорі-

внює половині значення σ (σ=6,87 м), причому значення похибок переведені з 

дугових хвилин у метри. 

Статистичний ряд і сьома вибірка випадкових похибок визначення широ-

ти прійомоіндикаторів супутникової системи наведені в табл. Д.13.  

 

Таблиця Д.13. 

Статистичний ряд і сьома вибірка похибки широти 

Роз- 
ряд 

1-
3 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18-
20 

N 0 0 1 3 8 19 34 45 41 30 17 8 3 1 0 0 
Вибірка 

-17,8, -14,4, -15,4, -17,0, -12,1, -11,1, -12,4, -12,7, -12,0, -11,6, -10,7, -12,4, -9,70, 
-9,60, -9,40, -9,00, -7,20, -8,40, -7,80, -8,80, -7,30, -9,40, -10,3, -7,40, -10,2, -7,10, 
-10,2, -8,20, -10,1, -7,80, -4,97, -4,77, -6,57,  
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-6,87, -5,17, -5,47, -6,27, -3,77, -4,17, -5,47, -5,87, -6,67, -4,87, -5,97, -5,57, -5,67, 
-6,77, -5,87, -3,77, -4,47, -3,57, -5,07, -3,87, -3,57, -4,47, -4,77, -6,27, -3,77, -4,67, 
-4,17, -4,77, -5,97, -0,53, -2,03, -1,13, -1,13, -0,83, -0,83, -0,83, -2,33, -3,43, -0,83, 
-2,83, -1,23, -1,13, -0,23, -1,43, -2,13, -0,53, -3,43, -2,93, -1,43, -0,13, -2,53, -3,23, 
-1,13, -2,73, -1,43, -0,53, -1,43, -1,43, -2,13, -0,53, -1,53, -0,83, -0,43, -0,63, -3,23, 
-3,33, -0,23, -3,23, -0,43, -2,93, -0,43, -2,73, 2,1, 2, 1,6, 1, 2,8, 3,1, 1,2, 1,3, 2,4, 
2,3, 0,7, 1,8, 3,2, 2,3, 1, 1, 0,6, 0,6, 2,8, 1,3, 1,8, 0,9, 2,6, 0,7, 1,4, 3, 2,2, 0,2, 1, 3, 
3, 1,3, 2,1, 0,1, 0,6, 2,4, 1,6, 1,3, 1,1, 2,5, 1,8, 2,8, 2,6, 5,335, 3,435, 6,035, 6,535, 
5,635, 4,435, 3,435, 6,435, 4,835, 4,34, 5,35, 6,035, 6,535, 6,735, 5,735, 5,135, 
6,135, 6,435, 4,635, 5,035, 5,135, 6,135, 6,735, 6,035, 5,635, 4,435, 5,335, 6,635, 
5,835, 5,035, 6,235, 3,835, 8,97, 9,67, 8,97, 7,47, 6,87, 7,07, 9,97, 9,07, 9,87, 7,17, 
9,97, 9,17, 8,17, 9,67, 8,67, 9,57, 8,77, 9,47, 11,20, 13,40, 11,40, 12,70, 12,50, 
11,10, 12,20, 11,70, 15,84, 14,74, 14,34, 20,27.  

 

У табл. Д.14 представлені значення критерію згоди 2  Пірсона сьомої 

вибірки для розглянутих законів розподілу. 

 

Таблиця Д.14. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона сьомої вибірки 

N 
п/п 

Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 7,168 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,142 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,027 
4 Змішаний 1-го типу n=3 0,014 
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,011 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,010 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,0094 
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,050 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,019 
10 Змішаний 2-го типу n=3 0,012 
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,010 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,0097 
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Аналіз таблиці показує, що критерій згоди набуває мінімального значен-

ня для змішаного закону розподілу першого типу (узагальненого Коші) з істо-

тним параметром n = 6. Тому приймається гіпотеза про те, що похибки сьомої 

вибірки розподілені за даним законом. 

Гістограма сьомої вибірки й крива щільності розподілу змішаного закону 

першого типу з істотним параметром, що дорівнює 6 представлені на рис. 

Д.7. 

 

 
 

Рис. Д.7. Гістограма сьомої вибірки 

 

Восьма вибірка похибок вимірювання довготи розділена на 20 розрядів з 

довжиною кожного розряду, яка дорівнює половині значення с. к. в. σ (σ=6,67 

м). Статистичний ряд і восьма вибірка випадкових похибок дистанції наведе-

ні в табл. Д.15.  
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Таблица Д.15. 

Статистичний ряд і восьма вибірка похибки вимірювання довготи 

Роз- 
ряд 

1-
3 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18-
20 

N 0 1 1 2 4 12 30 56 60 26 10 4 2 1 1 0 
Вибірка 

-20,4, -19,6, -15,3, -13,5, -11,4, -11,4, -11,7, -12,2, -7,00, -8,70, -9,90, -9,80, -8,00, 
-8,10, -8,90, -6,80, -7,70, -7,90, -9,90, -3,87, -5,17, -6,07, -6,37, -5,17, -4,97, -3,97, 
-6,17, -3,67, -5,37, -3,67, -6,07, -4,07, -3,97,  
-6,07, -6,37, -4,17, -6,27, -4,97, -6,27, -5,77, -5,37, -4,17, -6,37, -5,57, -6,17, -4,27, 
-3,77, -2,53, -1,33, -2,63, -1,73, -2,53, -2,73, -1,53, -0,33, -2,33, -1,73, -0,43, -2,43, 
-0,43, -0,93, -1,43, -2,23, -0,93, -3,13, -3,03, -2,83, -2,23, -1,73, -3,13, -2,63, -1,73, 
-1,03, -3,33, -0,33, -2,83, -2,93, -0,93, -0,23, -2,63, -1,33, -1,43, -1,23, -0,73, -0,33, 
-1,93, -1,53, -0,93, -3,13, -0,43, -2,03, -0,13, -1,83, -0,83, -2,83, -1,13, -2,73, -0,93, 
-2,03, -3,33, -1,73, -2,53, -1,43, -0,73, -2,13, 2,4, 2,9, 1,8, 2,7, 1,6, 2,6, 0,2, 0,1, 
1,5, 1,1, 1,8, 0,5, 0,1, 2,1, 2,2, 1,1, 0,1, 1,9, 2,3, 0,7, 1,2, 1,7, 2,2, 2,7, 0,5, 0,4, 0, 
2,5, 0, 0,4, 2,3, 1,4, 0,4, 1, 3,1, 2,2, 1,1, 1, 0,6, 1,1, 1,8, 2,6, 1,5, 0,3, 1,7, 3, 2,5, 
2,8, 0,1, 2,8, 2,9, 2,9, 1,9, 2,9, 0, 2, 1,1,  
0, 5,035, 5,535, 3,535, 6,335, 4,835, 4,935, 6,535, 4,635, 3,935, 4,735, 6,435, 
3,535, 4,035, 6,035, 5,935, 5,335, 5,035, 5,935, 5,735, 4,435, 4,435, 5,735, 3,935, 
3,635, 6,335, 5,135, 6,435, 4,435, 6,87, 7,37, 8,17, 6,87, 8,97, 7,87, 6,67, 7,37, 
6,67, 8,67, 8,57, 10,90, 12,10, 10,50, 10,80, 14,04, 16,44, 19,87, 20,11. 

 
У табл. Д.16 представлені значення критерію згоди 2  Пірсона вось-

мої вибірки для розглянутих законів розподілу. 

Таблиця Д.16. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона першої вибірки 

N 
п/п 

Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 9,118 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,013 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,056 
4 Змішаний 1-го типу n=3 0,084 
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,101 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,112 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,120 
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Продовження табл Д.16 

8 Змішаний 2-го типу n=1 0,033 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,072 
10 Змішаний 2-го типу n=3 0,094 
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,107 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,117 

 

Як показує аналіз останньої таблиці, критерій згоди набуває мінімально-
го значення для змішаного закону розподілу першого типу (узагальненого 
Коші) з істотним параметром n = 1. Тому приймається гіпотеза про те, що по-
хибки восьмої вибірки розподілені за даним законом. 

Гістограма восьмої вибірки й крива щільності розподілу змішаного зако-
ну першого типу з істотним параметром, який дорівнює 1 представлені на 
рис. Д.8.  

У порту Дакар отримані чотири вибірки випадкових похибок вимірюван-
ня пеленга, дистанції, широти й довготи. Протягом двох діб проводилися ви-
мірювання зазначених навігаційних параметрів, і кожна вибірка складається з 
250 членів. 

 
Рис. Д.8. Гістограма восьмої вибірки 
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Наведемо результати аналізу дев'ятої вибірки похибок вимірювання пе-

ленга, число членів якої поділяємо на 20 розрядів, причому довжина кожного 

розряду дорівнює половині значення с.к.в. σ (σ=29,76'). Статистичний ряд і 

вибірка випадкових похибок наведені в табл. Д.17. 

 

Таблиця Д.17. 

Статистичний ряд і дев'ята вибірка похибки вимірювання пеленгу 

Роз- 
ряд 

1-
3 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18-
20 

N 0 1 1 4 9 21 35 55 51 39 19 9 4 1 1 0 
Вибірка 

-98,6, -82,8, -63,6, -69,4, -72,1, -73,1, -53,7, -46,0, -50,2, -46,9, -48,2, -57,6, -57,1, 
-58,6, -53,2, -31,6, -42,8, -42,2, -37,8, -32,2, -33,9, -44,5, -31,0, -33,5, -36,5, -37,7, 
-40,4, -30,6, -41,4, -37,2, -31,9, -36,4, -32,0, -35,5, -39,1, -24,3, -23,9, -23,7, -20,1, 
-25,9, -29,0, -22,0, -15,6, -21,3, -26,6, -24,4, -25,7, -16,5, -19,1, -26,0, -17,0, -27,8, 
-24,6, -29,7, -21,0, -16,4, -16,4, -15,5, -28,4, -22,7, -27,3, -28,7, -19,6, -16,4, -19,3, 
-21,1, -23,1, -29,2, -25,2, -26,0, -26,2, -20,1, -9,18, -9,28, -12,2, -4,88, -2,38, -1,78, 
-14,0, -8,48, -14,4, -10,3, -3,58, -9,08, -0,68, -7,88, -6,98, -4,98, -3,38, -12,5, -4,38, 
-8,48, -11,6, -14,7, -10,7, -1,58, -5,98, -6,78, -8,48, -6,18, -8,78, -13,7, -3,28, -14,6, 
-4,28, -4,58, -12,2, -0,98, -1,38, -2,48, -13,6, -1,48, -8,38, -14,6, -14,3, -3,28, -5,48, 
-4,08, -5,78, -10,5, -4,38, -6,58, -0,18, -0,28, -6,38, 1,4, 14,5, 14,7, 1,6, 2,9, 0,7, 
8,6, 12,9, 8, 13,4, 5,6, 7,5, 10,3, 6,3, 10,1, 6,1, 1,4, 2,7, 4,2, 2,8, 8, 11,7, 11,1, 1,4, 
3,9, 10,7, 1,2, 9, 9,1, 8,3, 1,7, 8,2, 12,4, 8,9, 2,9, 10, 9,7, 4,6, 13,1, 6,9, 7,2, 3,7, 
12,5, 9,3, 8,3, 2,8, 0,9, 7,5, 3,8, 10,3, 1,7, 6,4, 7,1, 20,88, 16,38, 25,68, 26,68, 
26,18, 20,98, 26,48, 25,58, 26,88, 24,58, 23,98, 20,98, 22,08, 16,38, 24,28, 22,08, 
22,08, 25,58, 24,58, 29,38, 22,08, 23,38, 19,58, 20,88, 22,18, 15,88,  
21,78, 24,08, 21,58, 22,98, 17,78, 27,98, 22,98, 29,18, 22,58, 18,08, 24,38, 41,06, 
43,56, 33,26, 42,86, 33,16, 35,16, 40,36, 37,06, 42,96, 33,06, 40,76, 31,26, 39,06, 
37,06, 33,76, 33,96, 41,96, 33,06, 34,66, 31,36, 52,04, 55,34, 47,34, 57,04, 48,74, 
50,84, 48,44, 46,34, 56,44, 61,32, 69,22, 64,02, 69,32, 76,3, 96,38.  

 

У табл. Д.18 представлені значення критерію згоди 2  Пірсона дев'я-

тої вибірки для розглянутих законів розподілу. 
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Таблиця Д.18. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона дев'ятої вибірки 

N п/п Закон розподілу Критерій згоди 

2 Пірсона 
1 Гаусса 8,160 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,112 
3 Змішаний 1-го типу n=2  0,016 
4 Змішаний 1-го типу n=3 0,009 
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,0089 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,009 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,011 
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,033 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,011 

10 Змішаний 2-го типу n=3 0,0088 
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,009 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,010 
 

Критерій згоди, як показує аналіз останньої таблиці, набуває мінімально-

го значення для змішаного закону розподілу другого типу (узагальненого Пі-

рсона) з істотним параметром n = 3. Тому приймається гіпотеза про те, що 

похибки дев'ятої вибірки розподілені за даним законом. 

Гістограма дев'ятої вибірки й крива щільності розподілу змішаного зако-

ну другого типу з істотним параметром, що дорівнює 3 представлені на рис. 

Д.9. 

Десята вибірка похибок вимірювання дистанції розділена на 20 розрядів 

з довжиною кожного розряду, яка дорівнює половині значення σ (σ=2,38 м). 

Статистичний ряд і вибірка випадкових похибок дистанції наведені в табл. 

Д.19.  
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Рис. Д.9. Гістограма дев'ятої вибірки 

Таблиця Д.19. 

Статистичний ряд і десята вибірка похибки вимірювання дистанції 

Роз- 
ряд 

1-
3 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18-
20 

N 0 1 1 4 9 21 39 55 51 35 19 9 4 1 1 0 
Вибірка 

-7,43, -6,34, -5,15, -4,95, -4,95, -5,35, -4,56, -4,06, -3,66, -4,56, -4,36, -4,06, -4,66, 
-3,96, -3,86, -3,27, -3,07, -2,67, -3,17, -2,97, -3,47, -3,57, -3,47, -3,07, -2,97, -2,57, 
-2,47, -2,67, -2,77, -3,57, -2,47, -2,87, -2,87, -3,07, -3,07, -2,18, -1,98, -1,28, -2,08, 
-1,68, -1,38, -2,18, -1,38, -1,58, -1,68, -1,88, -2,38, -1,98, -2,28, -1,48, -2,28, -1,88, 
-2,08, -1,88, -1,38, -1,88, -2,08, -2,38, -2,38, -2,28, -2,18, -2,18, -1,88, -1,98, -1,48, 
-1,98, -2,08, -1,88, -2,28, -1,98, -1,88, -1,68, -0,49, -1,19, -0,99, -0,39, -0,69, -0,08, 
-1,19, -0,89, -0,49, -0,19, -0,19, -0,19, -0,79, -0,89, -0,79, -0,19, -0,19, -0,99, -1,09, 
-0,19, -0,99, -0,08, -0,08, -1,19, -0,19, -0,99, -0,19, -0,49, -0,79, -0,99, -1,19, -0,29, 
-1,19, -0,08, -0,39, -1,09, -0,89, -0,39, -0,19, -0,99, -0,89, -0,79, -0,79, -1,19, -0,08, 
-1,09, -0,99, -0,19, -0,39, -0,19, -0,79, -0,59, -0,59, 0,2, 0,4, 0,6, 0,6, 0,5, 0,1, 0,6, 
0,4, 0,2, 0,8,  
0,8, 0,9, 0,1, 0,8, 0,1, 0,3, 0,4, 1,1, 0,6, 1,1, 0,4, 0,4, 1,1, 0,7, 0,3, 0,1, 0,4, 0, 0,7, 
0,5, 0,2, 0,4, 0,6, 0,1, 0,2, 1,1, 0,1, 0,2, 0, 0,5, 0,4, 0,9, 1,1, 0,1, 1,1, 
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 1,1, 0,2, 0,4, 0,1, 1,1, 0,8, 0,5, 0,4, 1,99, 2,09, 2,19, 1,39, 2,09, 2,29, 2,19, 
1,39, 2,19, 1,79, 1,79, 1,99, 1,19, 1,79, 1,89, 2,09, 1,49, 1,19, 2,29, 1,59, 1,89, 
2,09, 1,59, 2,29, 2,29, 1,69, 2,09, 1,69, 1,59, 2,19, 1,59, 1,89, 1,89, 1,99, 1,69, 
2,29, 2,19, 2,38, 2,58, 2,78, 3,18, 2,98, 3,08, 2,38, 2,68, 2,68, 2,68, 3,48, 3,48, 
2,98, 2,98, 3,48, 3,08, 2,58, 2,98, 3,28, 2,38, 4,27, 4,17, 4,07, 4,57, 3,57, 3,87, 
3,67, 3,97, 3,57, 5,06, 5,56, 5,66, 5,76, 6,65, 7,24.  

 

У табл. Д.20 представлені значення критерію згоди 2  Пірсона десятої 

вибірки для розглянутих законів розподілу. 

Таблиця Д.20. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона десятої вибірки 

N 
п/п 

Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 7,237 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,112 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,016 
4 Змішаний 1-го типу n=3 0,009 
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,0088 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,009 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,011 
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,033 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,011 
10 Змішаний 2-го типу n=3  0,0089 
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,009 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,010 

 

Критерій згоди, як показує аналіз останньої таблиці, набуває мінімально-

го значення для змішаного закону розподілу першого типу (узагальненого 

Коші) з істотним параметром n = 4. Тому приймається гіпотеза про те, що по-

хибки десятої вибірки розподілені за даним законом. 

Гістограма десятої вибірки й крива щільності розподілу змішаного зако-

ну першого типу з істотним параметром, що дорівнює 4 представлені на рис. 

Д.10. 
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Рис. Д.10. Гістограма десятої вибірки 

 

У одинадцятій вибірці представлені похибки визначення широти GPS 

приймачем. Вибірка розділена на 20 розрядів з довжиною кожного розряду, 

яка дорівнює половині значення σ (σ=6,17 м), причому значення похибок пе-

реведені з дугових хвилин в метри. 

Статистичний ряд і одинадцята вибірка випадкових похибок широти на-

ведені в табл. Д.21.  

Таблиця Д.21. 

Статистичний ряд і одинадцята вибірка похибки широти 

Роз- 
ряд 

1-
3 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18-
20 

N 0 1 1 2 5 14 32 67 71 36 12 5 2 1 1 0 
Вибірка 

-19,7, -17,3, -14,8, -12,5, -11,0, -11,2, -10,1, -10,7, -11,7, -6,65, -7,05, -8,45, -8,55, 
-7,25, -6,35, -9,25, -8,15, -7,65, -8,85, -7,35, -8,15, -6,65, -3,97, -5,87, -3,97, -4,87, 
-3,37, -3,67, -4,17, -5,17, -4,47, -4,27, -4,67,  
-5,77, -4,27, -3,17, -4,67, -6,17, -5,67, -6,17, -3,57, -5,67, -4,07, -4,57, -4,37, - 
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5,07, -3,87, -5,17, -4,77, -4,07, -5,97, -6,07, -3,27, -3,87, -4,67, -3,57, -2,08, -2,58, 
-1,38, -1,68, -2,68, -1,08, -2,18, -0,18, -2,58, -1,58, -2,78, -2,68, -0,38, -0,48, -2,68, 
-3,08, -0,98, -2,08, -0,48, -2,98, -2,88, -2,88, -2,78, -1,68, -1,18, -1,58, -0,28, -3,08, 
-0,08, -2,48, -1,18, -1,18, -0,68, -1,08, -2,98, -3,08, -0,78, -3,08, -2,58, -2,98, -1,28, 
-1,38, -2,38, -1,28, -1,98, -1,78, -0,38, -1,88, -0,88, -0,28, -0,58, -2,18, -0,88, -1,18, 
-2,98, -0,28, -2,08, -0,48, -0,88, -2,78, -2,58, -2,38, -2,18, -1,38, -1,98, -0,48, -2,28, 
-2,98, -2,18, 1,5, 2,4, 1,2, 0,8, 1,1, 0, 2,5, 0,4, 2,6, 3,0,  
2,9, 0,2, 2,6, 0,5, 1,5, 1,4, 2,9, 0,9, 2,2, 2,1, 1,2, 3, 0,5, 1,7, 1,5, 2,6, 2,3, 1,4, 0,4, 0, 
2,8, 1,1, 1,4, 1,5, 0,2, 1,1, 2,6, 2,8, 1,6, 2,1, 2,6, 0,1, 1,7, 3, 1,3, 1,1, 1,7, 0,2, 0,5, 1, 
1,4, 0,9, 2,4, 2, 0,8, 1,8, 1,1, 2,6, 0,9, 1,8, 0,8, 0, 2,1, 0,9, 0,9, 0,9, 2, 1,5, 2,5, 
5,685, 5,185, 5,585, 5,685, 3,185, 3,385, 4,985, 4,485, 5,985, 3,985, 3,385, 4,785, 
3,885, 3,685, 4,485, 4,685, 3,485, 5,685, 6,085, 5,585, 3,085, 4,185, 3,985, 4,485, 
5,985, 3,885, 4,385, 4,885, 5,985, 3,685, 6,085, 6,085, 3,785, 4,885, 8,07, 8,97, 
6,17, 7,77, 7,47, 9,17, 7,17, 6,67, 9,17, 7,67, 8,97, 7,67, 8,87, 9,255, 9,955, 10,65, 
11,45, 10,55, 13,24, 12,54, 16,02, 19,11.  

 

У табл. Д.22 представлені значення критерію згоди 2  Пірсона одина-

дцятої вибірки для розглянутих законів розподілу. 

 

Таблиця Д.22. 

Значення критерію згоди 2 Пірсона одинадцятої вибірки 
N 

п/п 
Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 10,14 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,010 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,054 
4 Змішаний 1-го типу n=3 0,082 
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,099 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,109 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,117 
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,031 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,070 

10 Змішаний 2-го типу n=3 0,091 
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,104 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,113 



 385 

Аналіз останньої таблиці показує, що критерій згоди набуває мінімаль-

ного значення для змішаного закону розподілу першого типу (узагальненого 

Коші) з істотним параметром n = 1. Тому приймається гіпотеза про те, що по-

хибки одинадцятої вибірки розподілені за даним законом. 

Гістограма одинадцятої вибірки й крива щільності розподілу змішаного 

закону першого типу з істотним параметром, що дорівнює 1 представлені на 

рис. Д.11. 

 

 
 

Рис. Д.11. Гістограма одинадцятої вибірки 

 

Дванадцята вибірка похибок вимірювання довготи розділена на 20 роз-

рядів з довжиною кожного розряду, яка дорівнює половині значення с. к. в. σ 

(σ=6,31 м). Статистичний ряд і дванадцята вибірка випадкових похибок дис-

танції наведені в табл. Д.23.  
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Таблиця Д.23. 

Статистичний ряд і 12-а вибірка похибки вимірювання довготи 

Роз- 
ряд 

1-
3 

4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18-
20 

N 0 1 1 3 7 17 38 63 59 34 15 7 3 1 1 0 
Вибірка 

-19,2, -17,0, -12,7, -13,8, -14,9, -10,0, -9,82, -12,6, -10,2, -10,2, -12,4, -11,2, -7,26, 
-7,76, -8,86, -7,56, -8,66, -9,26, -7,86, -7,26, -9,26, -7,46, -6,56, -6,76, -7,56, -7,76, 
-6,36, -9,16, -5,11, -4,61, -6,01, -3,21, -4,71, -5,11, -3,81, -6,01, -5,51, -5,71, -5,61, 
-5,41, -6,11, -6,01, -4,61, -4,21, -3,71, -3,71, -4,01, -5,41, -3,41, -4,31, -3,81, -3,31, 
-4,71, -5,81, -6,21, -6,01, -5,61, -6,01, -6,11, -4,81, -3,51, -5,91, -5,61, -4,71, -2,95, 
-1,05, -1,55, -1,55, -0,65, -1,95, -2,95, -1,25, -1,55, -0,65, -2,95, -0,15, -2,75, -1,05, 
-0,05, -0,85, -0,15, -0,65, -2,25, -2,55, -2,45, -2,25, -3,15, -0,95, -1,45, -0,75, -0,95, 
-0,45, -0,85, -0,65, -3,15, -2,35, -1,05, -1,25, -1,55, -0,05, -3,05, -3,15, -0,35, -2,75, 
-2,35, -1,05, -2,25, -1,65, -1,85, -1,25, -1,55, -0,25, -1,35, -1,75, -0,65, -2,35, -1,85, 
-1,05, -1,55, -0,85, -1,05, -0,65, -1,15, -0,45, -1,95, 2,4, 0,3, 0, 0,3, 0,8, 1,4, 1,1, 2, 
0,9, 3,1,  
1,6, 2,6, 2,9, 1,7, 2,5, 1, 0,3, 1,2, 2,3, 2,4, 0,8, 0,4, 1,7, 2,4, 1,5, 0,1, 2,6, 2,8, 2,6, 
0,8, 0,9, 0,9, 1,1, 1,2, 1, 0, 1,7, 0,1, 0,7, 2,5, 3,1, 1,9, 2,3, 2,9, 0,2, 2,6, 1,7, 2, 2,5, 
3,1, 0,3, 0,8, 2,6, 1,4, 0,6, 1,4, 1,7, 0,2, 0, 2,7, 2,3, 5,055, 3,855, 6,255, 6,155, 
3,955, 5,755, 5,455, 3,555, 3,655, 5,755, 3,755, 4,555, 5,955, 4,455, 4,755, 6,255, 
5,255, 5,055, 3,555, 4,255, 3,355, 5,755, 4,755, 4,555, 6,055, 3,655, 3,555, 4,055, 
6,055, 5,655, 4,455, 5,755, 4,155, 5,855, 6,255, 3,355, 7,61, 6,61, 7,61, 8,01, 8,91, 
6,81, 6,41, 8,31, 9,01, 7,71, 9,01, 8,81, 7,51, 6,51, 8,11, 8,01, 12,16, 11,56, 12,16, 
10,66, 12,16, 12,46, 9,765, 14,72, 15,12, 13,02, 18,07, 21,03.  

 

У табл. Д.24 представлені значення критерію згоди 2  Пірсона одина-

дцятої вибірки для розглянутих законів розподілу. 

Таблиця Д.24. 

Значення критерію згоди 2  Пірсона дванадцятої вибірки 

N 
п/п 

Закон розподілу Критерій згоди 2 Пірсона 

1 Гаусса 8,115 
2 Змішаний 1-го типу n=1 0,034 
3 Змішаний 1-го типу n=2 0,014 
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Продовження табл Д.24 

4 Змішаний 1-го типу n=3  0,025 
5 Змішаний 1-го типу n=4 0,034 
6 Змішаний 1-го типу n=5 0,040 
7 Змішаний 1-го типу n=6 0,045 
8 Змішаний 2-го типу n=1 0,009 
9 Змішаний 2-го типу n=2 0,020 
10 Змішаний 2-го типу n=3 0,030 
11 Змішаний 2-го типу n=4 0,037 
12 Змішаний 2-го типу n=5 0,042 

 

Аналіз даної таблиці показує, що критерій згоди набуває мінімального 

значення для змішаного закону розподілу другого типу (узагальненого Пірсо-

на) з істотним параметром n = 1. Тому приймається гіпотеза про те, що похи-

бки дванадцятої вибірки розподілені за даним законом. 

Гістограма дванадцятої вибірки й крива щільності розподілу змішаного 

закону другого типу з істотним параметром, що дорівнює 1 представлені на 

рис. Д.12. 

 
Рис. Д.12. Гістограма дванадцятої вибірки 



 388 

Д.2. Криві щільності розподілу узагальненого закону Пуассона 

 

 
Рис. Д.13. Вибірка 5, узагальнений закон Пуассона, с=3,75  

 

 
Рис. Д.14. Вибірка 6, узагальнений закон Пуассона, с=3,75  
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Рис. Д.15. Вибірка 7, узагальнений закон Пуассона, с=8  

 

 
 

Рис. Д.16. Вибірка 8, узагальнений закон Пуассона, с=3,75  
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Рис. Д.17. Вибірка 9, узагальнений закон Пуассона, с=4  

 

 
 

Рис. Д.18. Вибірка 10, узагальнений закон Пуассона, с=4,25  
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Рис. Д.19. Вибірка 11, узагальнений закон Пуассона, с=4 

 

 
 

Рис. Д.20. Вибірка 12, узагальнений закон Пуассона, с=4 
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Д.3. Результати імітаційного моделювання ефективності координат, роз-

рахованих методом найменших квадратів 

 

У результаті проведеного імітаційного моделювання ефективності обсер-

вованих координат судна, похибки ліній положення яких розподілені за змі-

шаним законом першого типу, були розраховані другі початкові моменти 
МНК
2xa , МНК

2ya  методом найменших квадратів (МНК) і ММП
2xa , ММП

2ya  методом ма-

ксимальної правдоподібності (ММП) складових X і Y векторіальної похибки. 

Після цього за їх значеннями були обчислені другі початкові моменти МНК
2Ra  і 

ММП
2Ra  модуля векторіальної похибки. Покажемо, що відношення ММП

2Ra  до 

МНК
2Ra  дорівнює ефективності обсервованих координат. Дійсно, за визначен-

ням МНК
2y

МНК
2x

МНК
2R aaa   і ММП

2y
ММП
2x

ММП
2R aaa  , а з урахуванням виразів (2.3) 

і (2.6) для коваріаційних матриць: 

 


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
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q

pa  . 

 

Очевидно, відношення других початкових моментів ММП
2Ra  до МНК

2Ra : 

 

sp
q

nps
nq

a
a 22

МНК
2R

ММП
2R 




 , 

 

є ефективністю обсервованих координат судна. 

Значення других початкових моментів МНК
2xa , МНК

2ya , ММП
2xa , ММП

2ya , МНК
2Ra  і 

ММП
2Ra , а також величина ефективностей )1(

Te  і )1(
IMe  наведені в табл. Д.25. У цій 



 393 

же таблиці представлені значення дисперсій МНК
xD , МНК

yD , МНК
RD , ММП

xD , 

ММП
yD , ММП

RD . 

Таблиця Д.25. 

Ефективність змішаного розподілу першого типу 

m 1 2 3 4 5 6 
)1(

Te  0,5 0,8 0,893 0,934 0,955 0,968 

МНК
2xa  121,25 78,07 55,26 42,33 33,98 27,48 

МНК
2ya  5,43 4,52 4,06 2,39 2,85 1,72 

МНК
2Ra  126,68 82,59 59,32 45,72 36,83 29,20 

ММП
2xa  61,22 50,56 41,13 34,99 29,68 24,97 

ММП
2ya  3,11 1,96 1,00 1,22 1,28 0,97 

ММП
2Ra  64,33 52,52 42,13 36,21 30,96 25,94 

)1(
IMe  0,507 0,636 0,710 0,792 0,8 0,888 

МНК
xD  0,265 0,275 0,486 0,371 0,198 0,219 

МНК
yD  3,149 3,215 3,100 2,587 2,135 1,257 

МНК
RD  3,414 3,490 3,586 2,958 2,548 1,476 

ММП
xD  0,451 0,130 0,157 0,188 0,163 0,237 

ММП
yD  1,912 0,905 0,223 0,447 0,599 0,509 

ММП
RD  2,363 1,035 0,380 0,635 0,722 0,746 

 

Як випливає з табл. Д.25 імітаційне моделювання підтверджує корект-

ність отриманого аналітичного виразу для розрахунку ефективності обсерво-

ваних координат методом найменших квадратів при розподілі похибок ліній 

положення за змішаним законом першого типу. Імітаційною програмою пе-

редбачено графічні відображення розсіювання обсервованих точок відносно 
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математичного сподівання. Так, на рис. Д.21 показано розсіювання обсерво-

ваних точок для істотного параметра m = 1 з дисперсією МНК
RD =3,414. 

 
Рис. Д.21. Обсервовані точки, отримані МНК при m=1 

 

Для тих же похибок ЛП при розрахунку координат обсервованих точок 

ММП їх розсіювання з дисперсією ММП
RD =2,363 показано на рис. Д.22.  

 

 
Д.22. Обсервовані точки, отримані ММП при m=1 
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На рис. Д.23 показана порівняльна характеристика розсіювання обсерво-

ваних точок, отриманих МНК і ММП при m = 1 для одних і тих самих ЛП. 

 
Рис. Д.23. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=1 

 

Розсіювання обсервованих точок для істотного параметра m = 2 з диспе-

рсією МНК
RD =3,490 показано на рис. Д.24, а на рис. Д.25 – з дисперсією 

ММП
RD =1,035. 

 
Рис. Д.24. Обсервовані точки, отримані МНК при m=2 
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Рис. Д.25. Обсервовані точки, отримані ММП при m=2 

 

Порівняльна характеристика розсіювання обсервованих точок, отрима-

них МНК і ММП при m = 2 для одних і тих самих ЛП представлена на рис. 

Д.26. 

 

 
 

Рис. Д.26. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=2 
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Розсіювання точок при m = 3 з дисперсією МНК
RD =3,586 показано на рис. 

Д.27, а на рис. Д.28 – з дисперсією ММП
RD =0,380. 

 

 
 

Рис. Д.27. Обсервовані точки, отримані МНК при m=3 

 

 
 

Рис. Д.28. Обсервовані точки, отримані ММП при m=3 
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На рис. Д.29 наведено порівняльну характеристику розсіювання обсер-

вованих точок, отриманих МНК і ММП при m=3. 

 

 
Рис. Д.29. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=3 

 

На рис. Д.30 показано розсіювання обсервованих точок місця судна з ди-

сперсією МНК
RD =2,958, отриманих МНК при значенні істотного параметра m 

= 4, на рис. Д.31 – з дисперсією ММП
RD =0,635, розрахованих ММП, а на рис. 

Д.32 представлено порівняння розсіяння обсервованих точок розрахованих 

обома методами за одними й тими ж лініями положення, що містять похибки 

розподілені за змішаним законом першого типу.  
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Рис. Д.30. Обсервовані точки, отримані МНК при m=4 

 

 

 
 

Рис. Д.31. Обсервовані точки, отримані ММП при m=4 
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Рис. Д.32. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=4 

 

На рис. Д.33 показано розсіювання точок при m = 5 з дисперсією 
МНК
RD =2,548, а на рис. Д.34 – з дисперсією ММП

RD =0,722.  

 

 
 

Рис. Д.33. Обсервовані точки, отримані МНК при m=5 
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Рис. Д.34. Обсервовані точки, отримані ММП при m=5 

 

На рис. Д.35 наведено порівняльну характеристику розсіювання обсер-

вованих точок, отриманих МНК і ММП при m=5. 

 

 
 

Рис. Д.35. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=5 
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Розсіювання обсервованих точок місця судна з дисперсією МНК
RD =1,476, 

отриманих МНК при значенні істотного параметра m = 6, показано на рис. 

Д.36, а на рис. Д.37 – з дисперсією ММП
RD =0,746, розрахованих ММП. Порів-

няння розсіювання обсервованих точок розрахованих обома методами за од-

ними й тими ж лініями положення, з похибками, розподіленими за змішаним 

законом першого типу, представлено на рис. Д.38.  

 

 
Рис. Д.36. Обсервовані точки, отримані МНК при m=6 

 

 
Рис. Д.37. Обсервовані точки, отримані ММП при m=6 
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Рис. Д.38. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=6 

 

Результати імітаційного моделювання оцінки ефективності обсервованих 

координат судна в разі розподілу похибок ліній положення за змішаним зако-

ном другого типу наведено в табл. Д.26, до яких належать значення других 

початкових моментів МНК
2xa , МНК

2ya , ММП
2xa , ММП

2ya , МНК
2Ra  і ММП

2Ra , а також зна-

чення ефективностей )2(
Te  та )2(

IMe . Крім цього в даній таблиці представлені 

значення дисперсій МНК
xD , МНК

yD , МНК
RD , ММП

xD , ММП
yD , ММП

RD , отриманих 

при розрахунку методом найменших квадратів і методом максимальної прав-

доподібності. 

Таблиця Д.26. 

Ефективність змішаного розподілу другого типу 

m 1 2 3 4 5 
)2(

Te  0,7 0,857 0,917 0,945 0,962 
МНК
2xa  65,19 64,38 47,58 37,42 30,29 
МНК
2ya  4,09 4,29 3,23 2,80 2,26 
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Продовження табл. Д.26 
МНК
2Ra  69,28 68,67 50,81 40,22 32,55 
ММП
2xa  45,46 44,66 37,22 32,17 27,18 
ММП
2ya  1,08 1,19 0,95 1,16 1,14 
ММП
2Ra  46,54 45,85 38,17 33,33 28,32 

)2(
IMe  0,671 0,668 0,751 0,829 0,870 

МНК
xD  0,320 0,346 0,394 0,241 0,157 
МНК
yD  3,105 3,201 2,510 2,244 1,683 

МНК
RD  3,425 3,547 2,904 2,485 1,84 
ММП
xD  0,222 0,162 0,143 0,157 0,149 
ММП
yD  1,467 0,375 0,348 0,566 0,590 
ММП
RD  1,689 0,537 0,491 0,723 0,739 

 

З наведеної табл. Д.26 випливає, що імітаційним моделюванням підтвер-

джується коректність отриманого аналітичного виразу для розрахунку ефек-

тивності обсервованих координат методом найменших квадратів при розподі-

лі похибок ліній положення за змішаним законом другого типу. Причому зна-

чення ефективностей, отриманих при імітаційному моделюванні й шляхом 

розрахунку за аналітичним виразом, відрізняються не більш як 20%, що свід-

чить про коректність теоретичної моделі оцінки ефективності обсервованих 

координат судна методом найменших квадратів при розподілі похибок ліній 

положення за змішаним законом другого типу. 

Порівняння розсіювання обсервованих точок розрахованих обома мето-

дами для похибок ліній положення, розподілених за змішаним законом друго-

го типу для істотного параметра m = 1, з дисперсіями МНК
RD =3,425 і 

ММП
RD =1,689 представлено на рис. Д.39.  
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Рис. Д.39. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=1 

 

На рис. Д.40 представлено розсіювання обсервованих точок з дисперсія-

ми МНК
RD =3,547 і ММП

RD =0,537 при значенні істотного параметра m=2.  

 

 
Рис. Д.40. Розсіювання обсервованих точок при m=2. 

 

Для істотного параметра m=3 на рис. Д.41 представлено розсіювання об-

сервованих точок з дисперсіями МНК
RD =2,904 і ММП

RD =0,491. 
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Рис. Д.41. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=3 

 

На рис. Д.42 представлено порівняння розсіювання обсервованих точок з 

дисперсіями МНК
RD =2,485 і ММП

RD =0,723 при значенні істотного параметра m 

= 4, а на рис. Д.43 – з дисперсіями МНК
RD =1,840 и ММП

RD =0,739 при значенні 

m=5. 

 

 
Рис. Д.42. Розсіювання обсервованих точок при m=4 
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Рис. Д.43. Порівняльна характеристика розсіювання точок при m=5 
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